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Apresentacao:
Ol4, querido aluno.

O material da Irium Educacgéao foi elaborado por professores competentes e comprometidos com
uma proposta de educagao exigente e plural.

Neste livro, vocé encontrard uma teoria na medida certa, focada nas informag¢des mais importantes
hoje em dia, e muitos exercicios para fortalecer sua aprendizagem e preparacdo para os desafios futuros.

Vamos conhecer um pouco mais sobre este livro?

Todo capitulo inicia com uma capa, onde vocé encontrara uma imagem ilustrativa e os objetivos
de aprendizagem. Estes resumem 0 que queremos que vocé aprenda. Quando chegar no final do
capitulo, se vocé quiser saber se aprendeu o que é realmente importante, volte na capa e verifique se
alcangcou cada um dos objetivos propostos.

Antes de entrarmos na teoria, em cada capitulo, vocé encontrara uma contextualizag¢do. Ela funcio-
na para mostrar para vocé porque o assunto é importante e como vocé podera usar esse conhecimento

no seu dia a dia.

FORMAGAO DO BRASIL COLONIAL

MERELLES Vit APrimea isaro
S 1361
tpont s s
Objetivos de aprendizagem: bty
+ Compreender as razes que levaram Portugal a i
ar a expansao ultramarina
- Analisar asrelagdes entre os europeus € s natvos
indigenas durante o periodo colonial brasileiro;
+ Identificar as fungdes da Igreja na organizagdo do
sistema colonial;
- Entender a relagao do Mercantiismo europeu com
2 montagem da economia agucareira no Brasi;
rceber o papel de africanos, nativos indigenas e
europeus na formagao cultural brasileira.

FORMAGAO DO BRASIL COLONIAL

o

RAGUSAMOS 0S TRES PODERES DE
FPRMIN AGRARI

fundiaria leva muitos.

o s orgbristesdefaufles/acusamas.
K200 20TRUCIRBASR20PODERES g

ras, visa diminuir

Aatual
reforma agvéna A memda que consiste na reahzagéo de uma m;umm;su de ter-

rabalha-

Muitos

dores Sem-Terra (MST) & um exemplo de orgama(:o responsével por essa luta.

Brasi Colo

Oterritrio

brasﬂem 4 época da colonizagao, foi dividido por esse sistema em quvnze lotes de

modo,

1) Expansdo Maritima e
Comercial Europeia

0 que explica um pais t30 rico como o Brasil
ter tanta miseria? As respostas 5o complexas
e incertas, mas a certeza & que esta contradi-
G0 assola o pais desde a sua formagdo. Para
comegar a responder essa pergunta podemos
it & Esareks Warhine, spreeris

tado Nacional em Portugal ter sido precoce-
mente desenvolvido. A unificagao do poder
nas maos do Rei trouxe a centralizag3o e es-
tabilidade necesséria parao pais poder de-

senvolver seu sistema coloni
Apresenca mugulmana na a Peinsula béri
Ga, desde o ano de 711 da era crista, repre-
sentava, entretanto, umgrande obstéculo a0s
40 polt des.

isava o
ek e s s el
ta. Muita riqueza foi explorada e proﬂuma no

ta regido. O combate o infiel gerou um espi-
ritode Cruzada o processo de centralizag3o,

ma atravessou o AU3to € fcou em teras por
tuguesas, holandesas e inglesas principalmente.
1.1) Formagéo do Estado
Nacional Portugués

A expansdo maritima portuguesa foi pio-
neira, entre outras razdes, pelo fato do Es-

que estaria modo na ex-
periéncia da Expansdo Maritima e Comercial
Adantica. A ligagdo entre o nascente poder
monérquico em Portugal e a Igreja Catdlica
seria uma das caracteristicas mais marcantes
daquele precoce reino, por séculos.

evemos encontrar a origem de Portugal
o século Xil, processo derivado da chamada

conversacion o entretenida lectura? La pantalla  2) |nterpretacion de textos
transmite un misterioso magnetismo, que nos
obligard a dirgir nuestros ojos en esa misma

direccién, aunque estén pasando una trloda 2 1) |3 lectura skimming

publicidad.

) qué s ese “magnetismo’, esa atrac-
cion ineluclible que capta nuestro atencion? La
respuesta la dio Paviov en 1927. Segin €I, nos
ha quedado como parte de nuestra herencia
evolutiva, cuando debiamos salir a cazar nues-
ra cena, una reaccion visual o auditiva ante un
estimulo nuevo y brusco. Una forma de reacci-
6n que nos permitia orientar ante algo que no
esperdbomos. Esto nos permite huir ante el pe-
Iigro o capturar més répidamente nuestra pre-
sa. Paviov llamé a esa reaccién “respuesta de
orientacién”. Esta respuesta se acomparia de un

enfoca su atencin estudiando al medio que lo
rodea, mientras que el resto del cuerpo espera
para entrar en accién.

i fas Universidades de Stanford y Missouri
estudiaron Ios trucos televisivos: cortes, z00m,
paneos y ruidos sorprendentes, llegondo a la
conclusidn que activaban esta “respuesta orien-
tativa”. Esto explicaria en parte ese efecto hip-
nético que ejerce sobre el televidente. Por ejem-
plo:se recuerda mds, una imagen editada desde
distintos dngulos que una . De alli 0 efectivi
dad de los video clps. ¥ aunque todavia no hay
ks sl of g, i e gk e

Alg

¢sabes el significado de una lectura skim-
ming? Bueno, el verbo “skim” en Inglés sig-
nifica deslizar a la superficie, pasar los ojos
por. Entonces, la tecnica “skimming” nos leva
a leer un texto superficialmente. Utiizar esta
tecnica significa pasar los ojos por el texto,
leyendo algunas frases aquf y all, buscando
a reconocer las palabras y expresiones que
sirven como dicas para obtenermos informa-
ciones del texto.

[
no enem?

EsPooos

Aestratéga de leitura “skimming” per-

mite ao leitor identificar rapidamente a

idea princpalou  senid gerldo ex:
Fovate s i e s

evige do kit conhecmento de

Zacho de text & ablidade para neri

significados pelo contexto.

Cuidar el agua, recurso
renovable pero finito
Las altos temperaturas que arrecioron
durante el verono estan acobando y junto
con eso, ofortunadamente, disminuye la

deci
o s atrds, dverses it Japoness fueron

sumen oguo de una manera desmedido. A

nes eplépices por estmes viuaies e
‘nados porlos fuertes flashes de un dibujo ani-
mado transmitido por una cadena de television
nipona.

Ospontle e oo bty

a) 2C6mo la respuesta de orientacion actéa
en el cerebro?

b) ¢A qué se deben los problemas de salud
que tuvieron los nifios en Japon

) £C6mo se explica el magnetismo que tene-
mos frente a television?

simpl | pero la
contidad de livos que se desperdician es
mds que asomorosa.

£l agua es un elemento indispensable

mandamos més de este recurso que se estd
volviendo un ben escasoy, aunque parezca
mentira, podra agotorse.

[ Solo el 3% delagua disponble en el planeia

en acufferos subterrdneos, y dnicamente el 1%
o5, lo-

[l practicanoo_J

Responda a las cuestiones de 9 a 11 a de
texto.

05 agunasy aroyos.
Por eso a Asamblea General de o3 o
ionesUnides desgnd 122 de mrzo como

La Unién Europea medird en
2009 el nivel de idiomas de
los europeos

hocia o que se ha denominado “culura del

conocimiento, valoracidn  cuidado con el

La Unién Europea (UE) medird, a partir de
2009, los conocimientos de los jovenes de entre
14 16 afios, al final de lo ensefianza oblgato-

Una buena medida es ahorrarlo, y ha-
siempre, sea en lo casa o lugares pu-

lcas, Um dfrplo d el s dare duchos
5, ya que en cinco minutos se gastar

200105, ok feplos de descuido on e

ria,
‘hayan aprendido. La comisién ha aprobado el
modelo de prueba que se utiizard para elaborar
este indicador europeo de competencia lings-
tica. n la primera oleada de pruebas, que se

2009,

evitor despericiario.
E114 de junio de 2008 abrird sus puertas
lo EXPO de Zoragozo, e enlo

2008

o e Ao desrllo oot
bie uno delos grandesbebates d b
nidad en e siglo X.

, compr y
los jovenes en el primer y segundo idiomas mds
enseilados en la UE: inglés, francés, alemdn, es-
paiiol e itaiano, Los impulsores del proyecto es-
peran conocer el nivel de idiomas, pero también
en qué paises se estdn ofreciendo los mejores
programas de idiomas. Esta informacién ayuda-

i la

7. cdoptod)
L lectura del texto permie con-

cluir correctamente que:

a)suele utilizarse un gran volumen de

agua en laindustriay agricultura.

b)'se ha retomado el control del con-

sumo humano de agua.

) las generaciones venideras no re-

sultaran afectadas por el desperdicio

ua.

d) el agua s un elemento hidrico de
pronta extincion.
@) casi la totalidad del agua dulce se

enseflanza y aprendizaje de otras lenguas.
£l Consejo Europeo de Barcelonase fjé como
objetivo que todos los jovenes estudien, desde la
edad mds temprana posible, al menos dos len-
guos extranjeras. £l comisario de Educacion ase-
gum que el indicador de competencia lingiistica
—___ como objetivo establecer una ciosi-
muan de paises, que “servird para in-
ventariar las mejores experiencias en materia de
adauisicién de conocimientos lingisticos, con el
objetivo de favorecer su intercambio entre los
Eslados miembros". Por su parte, el responsable
Subray que el indicador ser-

polares

)

ENEM

vird para conocer *la distancia que todavia nos
separa de los objetivos que nos hemos fijado: el
acceso de los ciudadanos de fa Unién Europea al
multilingdismo”.

67 5oiccom, 2007, sdsprado)




No meio do caderno, quando estiver estudando, vocé encontrara inser¢des com informacgdes rele-
vantes e que “conversam” com portais da Irium Educacéo. E o caso do box Como pode cair no ENEM?,
gue trazem temas conectados ao assunto do capitulo e propdem questdes do ENEM ou com o estilo
da prova. Vocé podera resolver os exercicios no seu caderno ou acessar o portal comopodecairnoenem.
com.br. La vocé também encontrara todas essas questdes resolvidas em video.

Outra insercdo interessante, que visa oferecer mais conhecimento relevante, é o 4News. Nessa se-
¢do, sera possivel acessar noticias recentes que conectam o tema do capitulo com uma informagao
importante para a sua formacdo e para os diversos vestibulares. Na apostila, essas informagdes estao
resumidas, mas podera acessar esse contetido, produzido pela nossa equipe de professores, na inte-
gra, através do portal 4newsmagazine.com.br ou utilizando o QR code inserido no box.

Uma das principais marcas dos livros da Irium Educagao sdo os exercicios, que primam pela quan-
tidade e qualidade. Para ajudar os alunos a tirarem suas duvidas, existem inimeras questées com
solucdes gravadas em video. Elas aparecem com uma camera e um codigo. Para acessar a solucdo,

utilize o cédigo no campo de busca no espaco destinado (videoteca) no nosso site irium.com.br/videoteca
ou até mesmo no Youtube.

)

3.2) Taxas de glicose no sangue Insulina ) 13) (UER)) (..) E permite El-Rei que sejam estes

+ 0 Teor de glicose no sangue € chamado  SaNgUe ~——————— Células indios escravos por estar certificado de sua vida
deglcenia  po s de 40l Glucagon e costumes que ndo sGo capazes para serem
glicose 100 mi de sangue: 18100 mide  rote de tolerancia a glicose: & um teste forros, e merecem que os fagam escravos pe-

+ Valores abaixo = hipoglicemia; valores de diagnostico para diabetes. Apos passar a los grandes delitos que tém cometido contra os
acima = hiperglicemia; noite em jejum, vocé colhe uma glicemia de portugueses, matando e comendo centos deles,

+ Dois hormonios atuam no controle da  jejum e recebe para beber uma solugao com 3
glicemia e s produzidos no pancreas: Insu-  aita concentragao de agucar (75 g de glicose) emilaresdeies; em que entrouum bispo e mu:
lina e Glucagon; & colhida nova glicemia apds 2 horas. O tes- tos sacerdotes.

e a2 wesPiragAo (el te de toerancia oral 3 gicose & considerado (SOUZA, Gabriel Soares de. n: Anais da Biblteca Naciona.
P foodusac de energia; 0 xcesso S aM3"  bositivo quando a glicemia fica acima de 200 Rio de Janeiro: 1941)

" Diabete melito mg/dl apbs 120 min. Normalmente, a glico-

_, Inslno dependente = Hiperglceria, com s ndo sobe muto € retorna ao normal apés

eliminagao de gicose pela urina (‘Doce’) = Gl rés horas. No di i . s X
icnsz p (Doce?) duas a trés horas. No diabético, a glicose san Este codigo devera ser usado na busca na videoteca da Irium Educagdo, em irium.com br/videoteca.

guinea ¢ geralmente mais alta apds o jejum,

Sobe mais depois de ingerir a solugdo de gli

cose e leva quatro a ses horas para descer [/ Ve i %

30 dependente = redugdo da
receptores celulares de insuli
na e hiperglicemia = Glicosria.

&

Estudo indica que adogante IRIUM
eleva glicose no sangue
‘ Pesquisas defendem que pessoas que consomem esses
produtos reguiarmente podem estar colocando sua saide VIDEOTECA
em risco da mesma forma que uma pessoa obesa

Vocé provavelmente j4 passou pela seguinte situagio i i r? i

quando pede um cafezinho: *Agiicar ou adogante, senhor(@)?". Bom, ha algum Assista a mais de 1.000 videos relacionados ao
tempo, 0 uso de adogantes tornou-se popular no mundo, mas precisamente na dé-
cada de 60. No Brasil, nos anos 80, estava associado aos portadores de distirbios
organicos, como a diabetes, e eram vendidos somente com prescrigao médica. No
entanto, em 1988, ocorreram mudangas na legislagéo e permitiram que 05 adogantes
passassem a ser vendidos sem prescrigao e, atualmente, sao consur

midos pe 0. Contudo, pes "

nosso material didatico

Codigo
Buscar

em 2014, defendem que pessoas que consomenn esses produtos re-
Jarment ) po-

‘dem estar colocando sua satide em risco da mesma forma que um:
pessoa obesa. Saiba mais em wwiw.dnewsmagazine.com.br;
#0lhaaGlicose #AgtcarOuAdogante

[=]resiotd

Além dos exercicios tradicionais, de concursos, propomos uma atividade mais experimental no final
de cada capitulo. Na secdo Pesquisando, vocé encontrard uma proposta de reflexdo e/ou pesquisa
com o intuito de tornar o aprendizado tedrico mais pratico e concreto. Essa atividade podera ser usada
para seminarios e apresentacfes, de acordo com a agenda pedagodgica da escola.

Para finalizar, que tal encontrar um conteldo ideal para aquelas revisdes na véspera de provas e
concursos? Essa é a proposta da secdo Resumindo, na Ultima pagina de cada capitulo. Aqui, vocé en-
contrara uma sintese com as principais informac&es do capitulo, como as formulas mais importantes,
que vocé ndo pode esquecer.

A equipe da Irium Educacgao acredita em uma formacdo exigente, completa e divertida. Esperamos que
este livro possa proporcionar isso a vocé.

#vamboraaprender

“A Educacdo é a arma mais poderosa
que vocé pode usar para mudar o mundo.”

(Nelson Mandela)

Fabio Benites
Diretor-geral
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ANALISE COMBINATORIA:
APRENDENDO A FAZER DIVERSOS
TIPOS DE CONTAGEM

-

(Disponivel em: www.istockphoto.com/br.
Acesso em: janeiro de 2017)

Objetivos de aprendizagem:

* Assimilar aimportancia do processo de tomada de
decisdes e principios multiplicativos;

« Apresentar a operacao fatorial e o seu funciona-
mento;

* Introduzir o Principio Fundamental da Contagem
como base para a Analise Combinatoria;

+ Estabelecer os conceitos de permutacado, arranjo e
combinac¢do, bem como suas restri¢des;

* Aplicar as ferramentas desenvolvidas em proble-
mas contextualizados e atuais.



ANALISE COMBINATORIA: APRENDENDO A FAZER DIVERSOS TIPOS DE CONTAGEM

Mega-sena

NANIGDDLE3. com

(Disponivel em: https://www.google.com.br/search?q=mega-sena+rico&espv=2&biw=12428&bih=535&sour
ce=Inms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwiurOKcg_PPAhUHG5AKHVSbAWcQ_AUIDCgA#tbm=isch&g=mega-
sena+rico+quadrinhos&imgrc=-8h9KV4QXlaFdM%3A. Acesso em: janeiro de 2017)

Quem nunca quis ganhar na mega-sena? Vocé ja deve ter ouvido alguma vez
que esse tipo de jogo paga milhdes de reais para o vencedor e basta uma apos-
ta minima para concorrer. Parece muito simples, ndo é, mas vocé ja parou para
pensar que existem muitas possibilidades de se fazer um jogo? Nao? Entdo venha
nesse mundo da andlise combinatoria e descubra algumas técnicas de contagem.

1) Analise combinatoéria:
fatorial

Fatorial de um ndmero naturaln>1 é o pro-

duto de todos os nimeros naturais de 1 até n.

nN=nin-1H(n-2)..2.1
{1!=1

0l'=1

Exemplo:
5/=5.4.3.2.1=120
5I1=5.4]

5I=5.4, 3!
Porque0O!=1e1/=17?
Podemos escrever n! =n (n-1)!

Fazendon=2 Fazendon=1

21=212-1)! 11=1(1-1)!
2.1=2.1! 11=1.0!
11=1 0'=1
Operacoes:
Exemplo:

131+ 12! 13.12.111+12. 11! 110(13.12.+12)
o 11 B 1 =768
Exemplo:
(n+1)!-n! (n+17)nn-1-nn-1)!

n-10 (n-1)! -

(n-ND'[n+1)n-n]
(n-1)!

= nm+n-n=n?



Exemplo 3:
(n+1)! _ (n+1)nmn-1! _
- 127 n-nr 2
nZ2+n-12=0
n'=3
n”=-4(F) S={3}
PRATICANDO
1) Calcule:
a) 7!+ 4!-3l
6!
b) 41 - 21 -0l
11
o 11!
9!
2) Simplifique as expressodes:
a)(n+|1)! byn!-(n+1)!
n n!
3) Calcule:
a)100!+99! b)12!+11!+10!

98! 121-111-10!

4) Sendo n # 0, o(s) valor(es) de n tal que:

[(n+ 1) -nl]

o "

a)7
b)0Oe7
c)0e10
d) 1
e)0e?2

2) Analise combinatoria:
Principio Fundamental da
Contagem

Se um acontecimento é composto de duas
fases sucessivas, independentes entre si, sen-
do que a fase pode ocorrer de m modos, e a
22 fase pode ocorrer de n modos, entdo o nu-
mero de maneiras distintas de ocorrer esse
acontecimento é m.n.

MATEMATICA

Logo, em um acontecimento composto de
p fases teremos:

Exemplo:

Num hotel, existem 3 portas de entrada que
ddo no sagudo principal que possui 5 eleva-
dores. Um hdspede deve se dirigir ao 7° andar
utilizando-se de um dos elevadores. De quantas
maneiras diferentes podera fazé-lo?

12 Fase (Entrar no hotel)  2¢ Fase (usar o elevador)

Porta 1 Elevador 1
Porta 2 Elevador 2
Porta 3 Elevador 3
Elevador 4
Elevador 5

n° de possibilidades para a 1¢ fase = 3
n° de possibilidades para a 2° fase = 5
total de possibilidades 3.5 =15

Logo, o hdspede podera chegar ao 7° andar
de 15 maneiras diferentes.

Observacao

Em caso de condicdo estabelecida no
enunciado do problema, esta sera satisfei-
ta primeiro.

Exemplo:

Quantos numeros pares de trés algarismos
distintos podemos formar com os digitos 1, 2,
4,5 7e9?

Condi¢céio — numero par. Entdo o dltimo al-
garismo deve ser par. Logo, o ultimo algarismo
deve ser o 2 ou 0 4, ou seja 2 possibilidades. Nas
outras casas teremos 5 possibilidades e 4 possi-
bilidades, uma vez que os algarismos devem ser
distintos.

4 x 5x2=40numeros




ANALISE COMBINATORIA: APRENDENDO A FAZER DIVERSOS TIPOS DE CONTAGEM

Como artesanato e
combinatoria pode cair no
ENEM?

MAT0234

A pratica com pegas manipuldveis de arte-
sanato é frequentemente abordada por pro-
fessores para reforcar conteddos de matema-
tica. Uma simples permutagdo de elementos
pode gerar novos modelos ou formatos. Na
questdo a seguir podemos reforcar um me-
canismo que nos possibilita fazer a contagem
de todas as varia¢des possiveis dentro das

restricdes do problema.

(ENEM) No nordeste brasileiro, é co-
mum encontrarmos pecas de artesana-
to constituidas por garrafas preenchidas
com areia de diferentes cores, formando
desenhos. Um artesao deseja fazer pegas
com areia de cores cinza, azul, verde e ama-
rela, mantendo o mesmo desenho, mas va-
riando as cores da paisagem (casa, palmeira
e fundo), conforme a figura a seguir:

O fundo pode ser representado nas
cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,
verde ou amarela; e a palmeira, nas cores
cinza ou verde. Se o fundo ndo pode ter a
mesma cor nem da casa nem da palmei-
ra, por uma questdo de contraste, entao
0 numero de variagdes que podem ser
obtidas para a paisagem é:

a)6 d)o
b) 7 e) 10
)8

EROeEEY  Como pode cair o

NOENEMS

6) Quantos numeros de 5 algarismos distin-
tos podemos formar com os algarismos 1, 2,
3,4,56,7,8e9?

7) Com os algarismos 1, 2, 3,4, 5 e 6 sao for-
mados numeros de quatro algarismos distin-
tos. Dentre eles, quantos sao divisiveis por 5?

8) Com os algarismos 1, 2, 3 e 7, sem repeti-
-los, podemos escrever “x” nUmeros maiores
que 2700. Determine x.

3) Analise Combinatoéria:
Arranjos

3.1) Arranjos simples

Seja A um conjunto com n elementos. Um
arranjo simples dos n elementos de A, toma-
dos p a p é qualquer subconjunto ordenado,
sucessao de A, contendo p elementos.

Exemplo:

Quantos numeros de 3 algarismos podemos
formar com os algarismos 1, 2, 3, 5, 8 e 9, sem
repeti-los?

* Inventando-se a ordem dos algarismos, ob-
temos um novo numero.

Logo, o problema é de arranjo.

6! 6.5.4.3!
Ags = 3 3 =120

Podemos formar 120 numeros.

Observacao

PRATICANDO

5) Numa eleicdo de uma escola ha trés can-
didatos a presidente, cinco a vice-presidente,
seis a secretario e sete a tesoureiro. Quantos
podem ser os resultados da elei¢cdo?

Em geral podemos utilizar o PFC para
resolvermos questdes de arranjo, principal-
mente se existir uma condi¢cdo no enunciado.




. Como formacgao de conselho
pode cair no ENEM?
MAT0236

Uma comissdo pode ser formada com
pessoas com mesmas fung¢des (cargos) ou por
pessoas com fun¢des diferentes. Teremos uma
combinagdo quando trocarmos as pessoas de
fun¢do e definirmos grupos distintos. Obvia-
mente, se as pessoas possuem mesmo cargo
nao havera mudangas na comissdo ao trocar

as fungdes, caracterizando assim um Arranjo.

O conselho administrativo de um sin-
dicato é constituido por doze pessoas,
das quais uma é o presidente deste con-
selho. A diretoria do sindicato tem quatro
cargos a serem preenchidos por membros
do conselho, sendo que o presidente da
diretoria e do conselho ndo devem ser a
mesma pessoa. De quantas maneiras dife-
rentes esta diretoria podera ser formada?

a) 40 d) 11!
b) 7920 e) 12!
€) 10890

Como pode cair o

D :0)eqen

NOENEMoe

PRATICANDO

9) Quantos numeros de 5 algarismos distin-
tos podemos formar com os algarismos 1, 2,
3,4,56e9?

10) Quatro amigos vao ao cinema e escolhem,
para sentar-se, uma fila em que ha seis luga-
res disponiveis. Sendo n o numero de manei-
ras como poderao sentar-se, o valor de n/5 é
igual a:

a)72

b) 58

) 36

d) 24

11) (UNIRIO) Uma familia formada por 3 adul-
tos e 2 criancas vai viajar num automovel de 5
lugares, sendo 2 na frente e 3 atras. Sabendo-

MATEMATICA

-se que sO 2 pessoas podem dirigir e que as
criancas devem ir atras e na janela, o nume-
ro total de maneiras diferentes através das
quais estas 5 pessoas podem ser posiciona-
das, ndo permitindo criancas no colo de nin-
guém, é igual a:

a) 120

b) 96

c) 48

d) 24

e)8

12) (UNIFICADO) Durante a Copa do Mundo,
que foi disputada por 24 paises, as tampinhas
de Coca-Cola traziam palpites sobre os paises
que se classificariam nos trés primeiros lu-
gares (por exemplo: 1° lugar, Brasil; 2° lugar,
Nigéria; 3¢ lugar, Holanda). Se, em cada tam-
pinha, os trés paises sdo distintos, quantas
tampinhas diferentes poderiam existir?

a) 69

b) 2024

C) 9562

d) 12144

e) 13824

4) Analise Combinatoéria:
permutacoes e anagramas

4.1) Permutacao simples

Seja A um conjunto com n elementos. Per-
mutac¢ao simples de n elementos é qualquer
arranjo simples desses n elementos tomados

nan.
Exemplo:

Quantos numeros de 4 algarismos distintos
podem ser formados, usando-se os algarismos
1,3 5e7?

n°de 4 algarismos 432 1 =4!

P,=4!=24

Logo, podem ser formados 24 nimeros.
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Observacao

Anagrama é qualquer palavra, com sig-
nificado ou nao, que podemos formar, com
as letras de uma palavra dada.

Exemplo:

Quantos séo os anagramas da palavra “BEIJO”?
Beijo tem 5 letras, logo:
P.=5!=5.4.3.2.1=120

Podem ser formados 120 anagramas.

4.2) Permutagao com
elementos repetidos

Seja A um conjunto com n elementos, onde
o elemento k aparece a vezes. Desse modo o
numero de permutacdes distintas é dado por:

Observacao

Para mais de um elemento repetido teremos:

Exemplo:
Quantos s@o os anagramas da palavra “PATA”?
A letra “A” é repetida duas vezes, logo:

4 4.3.2
£ TR TR

Podem ser formados 12 anagramas.

Exemplo:

Quantos séo os anagramas da palavra “ARARA”?
A letra “"A” aparece 3 vezes

A letra “R” aparece 2 vezes

51 5.4.3
. 3,2 _ ° _ ‘ il _
logo: Pi*=—or=—3, 10

Podem ser formados 10 anagramas.

Como sorteios pode cair
no ENEM?
MAT0238

Muitas sdo as situa¢des de sorteios em
que os numeros relacionados a cada pessoa
sdo estabelecidos através de certa ordem.
Dentro de uma amostra de possiveis nUme-
ros, um sera sorteado aleatoriamente de
acordo com as restri¢des de cada situagao.
No problema a seguir, veremos um modo

pratico de organiza¢do desses numeros.

(ENEM) O setor de recursos humanos
de uma empresa vai realizar uma entre-
vista com 120 candidatos a uma vaga de
contador. Por sorteio, eles pretendem
atribuir a cada candidato um nudmero,
colocar a lista de niumeros em ordem nu-
mérica crescente e usa-la para convocar
os interessados. Acontece que, por um
defeito do computador, foram gerados
numeros com 5 algarismos distintos e,
em nenhum deles, apareceram digitos
pares. Em razao disso, a ordem de cha-
mada do candidato que tiver recebido o
ndmero 75913 é:

a) 24 d) 88
b) 31 e) 89
c) 32

Como pode cair 0

NOENEMe

J:01legen

PRATICANDO

13) Quanto aos anagramas da palavra ENIG-
MA, calcule:

a) o numero total deles.

b) o niumero dos que terminam em A.

€) o numero dos que comecam com EN.

14) De quantos modos podemos ordenar 2
livros de matematica, 3 de portugués e 5 de
fisica, de modo que os livros de uma mesma
matéria figuem sempre juntos e, além disso,
os de fisica fiquem, entre si, sempre na mes-
ma ordem?



15) Quantos anagramas diferentes podem ser
formados com as letras da palavra ARAMA-
DO, de modo que a letra R ocupe sempre o
ultimo lugar?

4.3) Permutacgao circular

Chamamos de permutacdo circular a dis-
posicdo dos elementos de um conjunto ao
redor de um circulo. Para determinarmos o
numero de disposi¢des possiveis, utilizamos
a expressao abaixo:

Exemplo: Para uma foto de recordagéo da
escola, André, Beatriz, Cldudio, Davi, Enio e Fdti-
ma formaram uma roda.

Quantas formacdes diferentes séo possiveis?

Comegamos nosso pensamento formando qual-
quer arrumagéo com elas. Pode ser A, B, C, D, e E
e isso significa a permutacdo de 6 elementos, ou
seja 6!. Entretanto percebemos que ABCDEF, BCDEFA,
CDEFAB, DEFABC, EFABCD e FABCDE séio 6 modos de
escrever a mesma roda. Entéo dividimos 720 por 6 e
encontramos 120 modos. Usando a férmula:

PC, = (6 - 1)! = 5/ = 120 modos

Exemplo: De quantos modos podemos pintar
uma pirGmide pentagonal regular usando 6 cores
diferentes sendo cada face de uma cor?

Pintar a base — 6 possibilidades

Pintar as laterais — permutacdo circular de
5 cores. Entdo:

6.PC.=6.(5-1)!=6.4!=6.24 =144 modos

PRATICANDO

16) Quantos colares podemos formar usando
quatro contas, todas diferentes?

a) 2 d) 8
b) 4 e)12
Q)6

17) Uma familia é composta por seis pessoas:
o pai, a mae e quatro filhos. Num restaurante,
essa familia vai ocupar uma mesa redonda.

MATEMATICA

Em quantas disposi¢des diferentes essas pes-
soas podem se sentar em torno da mesa de
modo que o pai e a mae fiquem juntos?

18) Na TV Minas ha um programa de entrevis-
tas, chamado Roda Viva. Os entrevistadores
sentam-se em volta de uma grande roda e o
entrevistado senta-se no centro da roda em
uma cadeira giratoria. Dos oito entrevistado-
res do proximo programa: dois serdo da Folha
de S.Paulo, dois da Veja e dois de O Canal.

Sabendo-se que os jornalistas serao dis-
postos em torno da roda de modo que cole-
gas de trabalho permanecam juntos, quantas
disposic8es serdo possiveis?

19) Dois meninos e trés meninas formarao
uma roda dando-se as mdos. De quantos mo-
dos diferentes poderdo formar a roda de modo
que os dois meninos ndo figuem juntos?

5) Analise Combinatodria:
combinacgoes simples

Seja A um conjunto com n elementos. Uma
combinacdo simples dos n elementos de A,

tomados p a p é qualquer subconjunto nao
ordenado de A, contendo p elementos.

Exemplo: Quantas comissées distintas, constitu-
idas de 3 pessoas, podem ser formadas com 6 pesso-
as, pertencentes a diretoria de uma empresa.

Invertendo-se a ordem das pessoas, obtemos
a mesma comissdo.

(Al [8] [c [=] [c] [B] [4]

Logo, o problema é de combinacdo.

6! g.5.4.3!

C3= Zre-3r 3.3

=20

Podemos formar 20 combinagdes.
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Exemplo:

Uma empresa é formada por 4 sdcios brasi-
leiros e 3 americanos. De quantos modos pode-
mos formar uma diretoria de 5 sécios sendo 3
brasileiros e 2 americanos?

a) Nede possibilidade de grupos de 3 brasileiros
a partir de 4.
4!
T T
b) Ne de possibilidade de grupos de 2 america-
nos a partir de 3.

3/
C;2* 21,11 =3

total de possibilidades =E, . E,=4.3=12
(P. F. C.) Podemos formar 12 diretorias.

6) Analise combinatoéria:
combinac6es completas

Combinacbes completas de n elementos,
de k a k, sdo combinac¢des de k elementos
nao necessariamente distintos.

Em vista disso, quando vamos calcular as
combina¢des completas devemos levar em
consideracao as combina¢bes com elemen-
tos distintos (combinac6es simples) e as com-
bina¢des com elementos repetidos.

Exemplo:

Quantas solug¢bes naturais tém a equagdo x
ty+z=7?

Convencionaremos um tipo especial de no-
tacdo para cada solucdo da equacdo dada.

Por exemplo:

*Sex=1,y=2ez=4, asolucdo (1, 2, 4) serd
representada por e/ee/eeee

*Sex=2,y=0ez=5,asolucdo (2, 0, 5) serd
representada por ee//eeeee

*Se x=0,y=0ez=7 asolucdo (0, 0, 7) serd
representada por //eeeeeee

Em que os sinais / servem para separar as
incognitas e a quantidade de sinais e agrupa-
dos indicam o valor de cada incognita.

Observe que nesse tipo de notacdo usa-

mos o simbolo e (repetido 7 vezes) e o simbo-
lo / (repetido 2 vezes) e que a cada permuta-
cdo desses 9 elementos corresponde a uma
Unica solucdo e vice-versa.

Como cada unidade é representada por e
e os dois sinais / sdo escritos entre dois dos
quaisquer 7 sinais e, nossa maneira de escre-
ver 7, na notacdo convencionada, como soma
de trés inteiros positivos, sera colocando o
sinal / sempre entre duas das seis posicdes
possiveis. Portanto, os sinais / s6 poderao ser
colocados em duas das seis posi¢des. Entao
temos C,, = 15 modos diferentes.

Observacao

Se o problema pedisse as solucdes in-
teiras positivas da equacdo, o zero estaria
excluido e ndo poderiamos ter, na notacao
convencionada, simbolos / justapostos ou
em alguma extremidade da representacao.

' Como ilustrar publicacoes
pode cair no ENEM?
MAT0241

A selecao de figuras é uma situacdo
que muitas criangas jé passaram na infan-
cia e algumas provas de vestibular gostam
de abordar quest8es que envolvam essa
escolhas de figuras ou cards. Como no mo-
delo a seguir, no qual veremos como cal-
cular o total de grupos que se pode formar

ao selecionar algumas figuras.

(UER)) Sete diferentes figuras foram
criadas para ilustrar, em grupos de
quatro, o Manual do Candidato do Ves-
tibular Estadual 2007. Um desses grupos

esta apresentado a seguir.




Considere que cada grupo de quatro
figuras que poderia ser formado é distin-
to de outro somente quando pelo menos
uma de suas figuras for diferente.

Nesse caso, o numero total de grupos
distintos entre si que poderiam ser forma-
dos para ilustrar o Manual é igual a:

a)24 )70
b) 35 d) 140

Como pode cair 0

NOENEMoe.

g :0114eqeD)

PRATICANDO

20) De quantos modos podemos escolher 5
sorvetes em uma sorveteria que oferece 3 sa-
bores distintos?

MATEMATICA

21) (MACKENZIE) Dentre os anagramas dis-
tintos que podemos formar com n letras, das
quais somente duas sdo iguais, 120 apresen-
tam estas duas letras iguais juntas. O valor de
neé:

a)4d d)7
b) 5 e) 122
Q)6

22) (MACKENZIE) O nUmero de comissdes di-
ferentes, de 2 pessoas, que podemos formar
com os n diretores de uma firma, é k. Se, no
entanto, ao formar estas comissdes, tivermos
que indicar uma das pessoas para presidente
e a outra para suplente podemos formar k + 3
comissodes diferentes. Entdo, n vale:

a)3 d) 30
b) 10 e) 40
013

(aposta em cavalos), entre outros.

www.4newsmagazine.com.br
#legalizacaodosjogos #seliga

A legalizagdo dos jogos de azar

A concessé@o da explorag@o de jogos de azar sera sempre
precedida de licitacdo

Sem fazer alarde, a Comissdo Especial do Desenvolvi-

mento Nacional do Senado aprovou o projeto que legaliza a
exploragao comercial de jogos de azar em todo o territério na-
cional. O texto inclui modalidades como jogo do bicho, bingos,
apostas eletrbnicas, jogos praticados em cassino, sweepstake T

1
1
Quer saber mais sobre o tema? Entdo, visite a nossa pagina |
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APROFUNDANDO

23) (UFF) O produto 20. 18. 16. 14 ... 6. 4.2 é
equivalente a:

20!
2
b) 2.10!

!
0 2%

a)

d) 2°.10!

(n+ND!-n! entio

24) (UNIFICADO) Sean=_{n+1)-n’ |
N’ [(n=1)+n!]

a 1997 é:

a) 1997/1996
b) 1/1998

c) 1998!

d) 1997

e

x(x+ 1!
(x-NDx!

a)-6 d)5
b) -5 e)6
Q4

@ MAT0233

26) (UFF) Considere a equacao:

6.12.18.24.....300 _ 544"
50!
O valor de n, real, que verifica essa igual-

dade é:

a)1/3

b) 3/2

c)15/2

d) 25/3

e) 50/3

25) Se =20, entdo x vale:

27) Usando-se os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9,
existem x nimeros de 4 algarismos, de modo
que pelo menos 2 algarismos sejam iguais. O
valor de x é:

a) 505 d) 625
b) 427 e) 384
c) 120

10

28) Uma idosa foi retirar sua aposentadoria
em um caixa automatico, mas se esqueceu da
senha. Lembrava que ndo havia o algarismo
0, que o primeiro algarismo era 8, o segun-
do era primo, o terceiro era menor que 5 e o
quarto e ultimo era impar e maior que 3. Qual
0 maior numero de tentativas que ela pode
fazer no intuito de acertar a senha?

29) O numero de multiplos de trés, com qua-
tro algarismos distintos, escolhidos entre 3, 4,
6,8e9é:

a) 24 d) 72
b) 36 e) 96
) 48

30) Ana dispunha de papéis com cores dife-
rentes. Para enfeitar sua loja, cortou fitas des-
ses papéis e embalou 30 caixinhas de modo a
ndo usar a mesma cor no papel e na fita, em
nenhuma das 30 embalagens.

A menor quantidade de cores diferentes
que ela necessitou utilizar para a confec¢ao
de todas as embalagens foi igual a:

a) 30 Q)6
b) 18 d)3

31) (ENEM) Estima-se que haja, no Acre, 209
espécies de mamiferos, distribuidas confor-
me a tabela a seguir:

Grupos taxonémicos  Numeros de espécies

Artiodactilos 4
Carnivoros 18
Cataceos 2
Quirdpteros 103
Lagomorfos 1
Marsupiais 16

Perissodactilos 1
Primatas 20
Roedores 33
Sirénios 1

Edentados 10
Total 209

(T&C Amazénia, ano 1, n.° 3, dez./2003.)



Deseja-se realizar um estudo comparativo
entre trés dessas espécies de mamiferos - uma
do grupo Cetaceos, outra do grupo Primatas
e a terceira do grupo Roedores. O numero de
conjuntos distintos que podem ser formados
com essas espécies para esse estudo é igual a:

a) 1.320 d) 6.600
b) 2.090 e) 7.245
c) 5.845

32) (ENEM) Um banco solicitou aos seus clien-
tes a criacao de uma senha pessoal de seis digi-
tos, formada somente por algarismos de 0 a 9,
para acesso a conta corrente pela internet. En-
tretanto, um especialista em sistemas de segu-
ranca eletrénica recomendou a dire¢do do ban-
co recadastrar seus usuarios, solicitando, para
cada um deles, a criacdo de uma nova senha
com seis digitos, permitindo agora o uso das 26
letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a
9. Nesse novo sistema, cada letra maiuscula era
considerada distinta de sua versao minuscula.
Além disso, era proibido o uso de outros tipos
de caracteres. Uma forma de avaliar uma alte-
racdo no sistema de senhas € a verificacdo do
coeficiente de melhora, que é a razdo do novo
numero de possibilidades de senhas em rela-
¢do ao antigo. O coeficiente de melhora da alte-

racao recomendada é:
a) 62°
100

62!
b) 161

6214]
%) Toi56!
d) 62! - 10!
€) 626 - 10°

33) (ENEM) O diretor de uma escola convidou
0s 280 alunos de terceiro ano a participarem
de uma brincadeira. Suponha que existem
5 objetos e 6 personagens numa casa de 9
cdmodos; um dos personagens esconde um
dos objetos em um dos cdmodos da casa.

O objetivo da brincadeira é adivinhar qual
objeto foi escondido por qual personagem e em
qual cdmodo da casa o objeto foi escondido.

MATEMATICA

Todos os alunos decidiram participar. A cada
vez um aluno é sorteado e da a sua resposta.
As respostas devem ser sempre distintas das
anteriores, e um mesmo aluno ndo pode ser
sorteado mais de uma vez. Se a resposta do
aluno estiver correta, ele é declarado vencedor
e a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a
resposta porque ha:

a) 10 alunos a mais do que possiveis respos-
tas distintas;
b) 20 alunos a mais do que possiveis respos-
tas distintas;
) 119 alunos a mais do que possiveis respos-
tas distintas;
d) 260 alunos a mais do que possiveis respos-
tas distintas;
e) 270 alunos a mais do que possiveis respos-
tas distintas.

34) (UFF) Uma fabrica produz trés modelos de
carros. Para cada modelo o cliente deve es-
colher entre sete cores diferentes, cinco tipos
de estofamento e vidros brancos ou verdes.
Além disso, o cliente pode adquirir, opcional-
mente, o limpador do vidro traseiro. A quan-
tidade de maneiras distintas que essa fabrica
pode montar carros para atender a todas as
possiveis escolhas de seus clientes é:

a) 60 d) 210
b) 70 e) 420
) 140

35) Considere formados e dispostos em or-
dem crescente todos os nUmeros que se ob-
tém permutando os algarismos 1, 3,5, 7 e 9.
O numero 75391 ocupa, nessa disposicdo, o

lugar:

a) 21° d) 92¢
b) 64¢ e) 120°
C) 88°

36) (ENEM) A escrita Braile para cegos € um
sistema de simbolos no qual cada caractere é
um conjunto de 6 pontos dispostos em forma
retangular, dos quais pelo menos um se des-
taca em relacdo aos demais. Por exemplo, a
letra A é representada por:
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O numero total de caracteres que podem
ser representados no sistema Braile é:

a) 12 d) 63
b) 31 e) 720
c) 36

37) (ENEM) O codigo de barras, contido na
maior parte dos produtos industrializados,
consiste num conjunto de varias barras que
podem estar preenchidas com cor escura ou
ndo. Quando um leitor 6ptico passa sobre es-
sas barras, a leitura de uma barra clara é con-
vertida no numero 0 e a de uma barra escura,
no numero 1. Observe a seguir um exemplo
simplificado de um c6digo em um sistema de
cédigo com 20 barras.

1NN

Se o leitor 6ptico for passado da esquerda
para a direita ira ler: 01011010111010110001

Seoleitor 6ptico for passado dadireita para
a esquerdaira ler: 10001101011101011010

No sistema de cédigo de barras, para se or-
ganizar o processo de leitura 6ptica de cada
codigo, deve-se levar em consideragao que al-
guns codigos podem ter leitura da esquerda
para a direita igual a da direita para a esquer-
da, como o codigo 00000000111100000000,
no sistema descrito acima.

Em um sistema de codigos que utilize ape-
nas cinco barras, a quantidade de codigos com
leitura da esquerda para a direita igual a da di-
reita para a esquerda, desconsiderando-se to-
das as barras claras ou todas as escuras, é:

a) 14 d)6
b) 12 e)4
C) 8

12

38) (UFF) Em um sofa de 3 lugares irdo sen-
tar-se uma crian¢a, uma mog¢a e um rapaz,
sendo que a crianca sempre ird sentar-se no
lugar do meio. De quantas maneiras diferen-
tes 5 criancas, 5 rapazes e 5 mog¢as poderdo
sentar-se no sofa?

39) (UFRJ) Um construtor disp8e de quatro co-
res (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar
cinco casas dispostas lado a lado. Ele deseja
que cada casa seja pintada com apenas uma
cor e que duas casas consecutivas ndo pos-
suam a mesma cor. Determine o numero de
possibilidades diferentes de pintura.

e @) 63 60 Y

verde amarelo bege verde cinza

o @ A Y 6 )

verde  cinza verde bege cinza

@ MATO0235
40) (UFR)) A mala do Dr. Z tem um cadeado
cujo segredo é uma combinagao com cinco al-
garismos, cada um dos quais podendo variar
de 0 a 9. Ele esqueceu a combinacdo que es-
colhera como segredo, mas sabe que atende
as condi¢es:
a) Se o primeiro algarismo é impar, entao o
ultimo algarismo também é impar;
b) Se o primeiro algarismo é par, entao o ulti-
mo algarismo é igual ao primeiro;
) A soma dos segundo e terceiro algarismos é 5.
Quantas combinac¢des diferentes atendem
as condi-cOes estabelecidas pelo Dr. Z?

41) (UFRJ) As antigas placas de automoveis,
com duas letras seguidas de quatro algaris-
mos, foram substituidas por novas, com trés
letras seguidas de quatro algarismos. Nestas
placas, bem como nas antigas, sdo utilizadas
as 23 letras do alfabeto portugués, mais as
letras K, WeY.

Calcule quantos carros a mais podem ser
emplacados com o novo sistema.



42) Determine quantos sdao 0s numeros de
trés algarismos, multiplos de 5, cujos algaris-
mos das centenas pertencem a {1,2,3,4} e os
demais algarismos a {0,5,6,7,8,9}.

@ MAT0237

43) (UERJ) Numa cidade, os nUmeros telefoni-
cos ndo podem comecar por zero e tém oito
algarismos, dos quais os quatro primeiros
constituem o prefixo.

Considere que os quatro ultimos digitos de
todas as farmacias sao 0000 e que o prefixo
da farmacia Viva vida € formado pelos digitos
2, 4,5 e 6, ndo repetidos e ndo necessaria-
mente nesta ordem.

O numero maximo de tentativas a serem
feitas para identificar o numero telefénico
completo dessa farmacia equivale a:

a)6 C) 64
b) 24 d) 168

44) Num avido, uma fila tem 7 poltronas dis-
postas como na figura abaixo.

corredor
corredor

Os modos de Jodo e Maria ocuparem duas
poltronas dessa fila, de modo que ndo haja
um corredor entre eles, sdo em numero de:

a)6 d) 10
b) 7 e) 12
c)8

45) Num programa transmitido diariamen-
te, uma emissora de radio toca sempre as
mesmas 10 musicas, mas nunca na mesma
ordem. Para esgotar todas as possiveis se-
quéncias dessas musicas serdo necessarios,
aproximadamente:

a) 100 dias; d) 10 séculos;
b) 10 anos; e) 100 séculos.
c) 1 século;

46) Quantos anagramas tém as palavras:
a) GATAS
b) GUANABARA

MATEMATICA

47) Numa estante existem 3 livros de Histé-
ria, 3 de Matematica e 1 de Geografia. Caso se
deseje sempre um livro de Histéria em cada
extremidade, entdo o nUmero de maneiras
de se arrumar esses 7 livros é:

a) 720 d) 126
b) 36 e) n.d.a.
) 81

48) (UFF) Com as letras da palavra PROVA po-
dem ser escritos x anagramas que comecam
por vogal e y anagramas que comecam e ter-
minam por consoante.

Os valores de x e y sdo, respectivamente:

a)48 e 36 d)24 e 36
b) 48 e 72 e)72e24
c)72e36

49) (UFF) Cinco casais vao-se sentar em um
banco de 10 lugares, de modo que cada casal
permaneca sempre junto ao sentar-se. Deter-
mine de quantas maneiras distintas todos os
casais podem, a0 mesmo tempo, sentar-se
no banco.

@ MAT0239

50) (UFF) Trés ingleses, quatro americanos e
cinco franceses serdo dispostos em fila (dis-
postos em linha reta) de modo que as pesso-
as de mesma nacionalidade estejam sempre
juntas.

De quantas maneiras distintas a fila pode-
ra ser formada de modo que o primeiro da
fila seja um francés?

51) De quantos modos diferentes o disco ao
lado pode ser pintado com 8 cores diferentes?

@ MAT0240

52) (UFRJ) Um grupo constituido por 4 mu-
Iheres e 4 homens deve ocupar as 8 cadeiras
dispostas ao redor de uma mesa circular. O
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grupo deve ser acomodado de modo que
cada homem sente entre duas mulheres.
Jodo e Maria estdo nesse grupo de pessoas;
entretanto, por ordem estritamente pessoal,
ndo podem sentar-se lado a lado. Duas aco-
modacdes das pessoas ao redor da mesa sao
consideradas diferentes quando pelo menos
uma das pessoas ndo tem o mesmo vizinho a
direita, nas duas acomodacdes.

Determine o numero de diferentes acomo-
dacdes possiveis dessas 8 pessoas ao redor
da mesa circular.

53) O gerente da “Carrusado Veiculos” planeja
realizar uma exposicdo dos dez automodveis
da loja, dispondo-os em circulo de modo que
0os automoveis vizinhos guardem a mesma
distancia um do outro.

A frota da loja é composta por 2 modelos
da marca H (um movido a alcool e um a ga-
solina), 3 modelos da marca K (um movido a
alcool e dois a gasolina) e 5 modelos da marca
W (dois movidos a alcool e trés a gasolina). Por
decisdo do gerente, os veiculos movidos por
um mesmo combustivel devem ficar juntos.

O numero de maneiras distintas de orga-
nizar esses veiculos, de acordo com a decisao
do gerente, é dado por:

a) (4!)(6!)
b) (2!)(41)(6!)
) (3H(3
d) (2D)(EH(5Y

54) (PUC) Numa primeira fase de um cam-
peonato de xadrez cada jogador joga uma vez
contra todos os demais. Nessa fase foram rea-
lizados 78 jogos. Quantos eram os jogadores?

a) 10 d) 13
b) 11 e) 14
c) 12

55) (UERJ) Na ilustracdo a seguir, as 52 cartas
de um baralho estdo agrupadas em linhas
com 13 cartas de mesmo naipe e colunas com
4 cartas de mesmo valor.
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Denomina-se quadra a reunidao de quatro
cartas de mesmo valor. Observe, em um con-
junto de cinco cartas, um exemplo de quadra:

O numero total de conjuntos distintos de
cinco cartas desse baralho que contém uma
quadra é igual a:
a) 624
b) 676

c) 715
d) 720

56) (UFF) Niterdi é uma excelente opgdo para
quem gosta de fazer turismo ecoldgico. Se-
gundo dados da prefeitura, a cidade possui
oito pontos turisticos dessa natureza.

Um certo hotel da regidao oferece de brin-
de a cada hdéspede a possibilidade de esco-
Iher trés dos oito pontos turisticos ecolégicos
para visitar durante a sua estada.

O numero de modos diferentes com que
um hoéspede pode escolher, aleatoriamente,
trés destes locais, independentemente da or-
dem escolhida, é:

a)8 d) 112
b) 24 e) 336
) 56

57) (UFF) Dispondo de 10 questées de Algebra
e 5 de Geometria, uma banca deseja prepa-
rar provas, de forma que cada uma contenha
uma questdo diferente das demais. Sabe-se
que cada prova devera conter 5 questdes de
Algebra e 3 de Geometria, determine quantas
provas podem ser preparadas.



58) (UFF) Um piano de brinquedo possui sete
teclas, que emitem sons distintos entre si,
correspondentes as sete notas musicais da
pauta. Se forem pressionadas, ao mesmo
tempo, no minimo trés e no maximo seis te-
clas, o total de sons diferentes que podem ser
obtidos é:

a) 21 d) 63
b) 28 e) 98
c) 42

59) (UFF) A administracdo de determinado
condominio é feita por uma comissao cole-
giada formada de 8 membros: sindico, sub-
sindico e um conselho consultivo composto
de seis pessoas. Note que ha distin¢cdo na es-
colha de sindico e subsindico enquanto nao
ha esta distincdo entre os membros do con-
selho consultivo.

Sabendo que 10 pessoas se dispéem a fa-
zer parte de tal comissao, determine o nume-
ro total de comissdes colegiadas distintas que
poderdo ser formadas com essas 10 pessoas.

60) (UFRRJ) Deseja-se formar comissdes de 5
pessoas de um grupo de 5 homens e 6 mu-
Iheres. Quantas comissdes serao formadas
se, em cada uma, havera, no maximo, uma
mulher?

61) (FUVEST) Uma ONG decidiu preparar sacolas,
contendo 4 itens distintos cada, para distribuir entre a
populacdo carente. Esses 4 itens devem ser escolhidos
entre 8 tipos de produtos de limpeza e 5 tipos de
alimentos ndo pereciveis. Em cada sacola, deve
haver pelo menos um item que seja alimento
ndo perecivel e pelo menos um item que seja
produto de limpeza. Quantos tipos de sacolas
distintas podem ser feitos?

DESAFIANDO

65) De quantos modos trés casais podem sentar-se ao redor de uma mesa circular de tal forma

que marido e mulher ndo fiquem juntos?

MATEMATICA

a) 360 d) 600
b) 420 e) 640
) 540

62) (UNIRIO) O bufé de saladas de um restau-
rante apresenta alface, tomate, agrido, cebo-
la, pepino, beterraba e cenoura.

Quantos tipos de saladas diferentes po-
dem ser preparados com cinco desses ingre-
dientes, de modo que todas as saladas conte-
nham alface, tomate e cebola?

a)4 d)3
b) 12 e)6
C)8

@ MAT0242

63) (UERJ) Para montar um sanduiche, os
clientes de uma lanchonete podem escolher:
+ Um dentre os tipos de pao: calabresa,
orégano e queijo;
* Um dentre os tamanhos: pequeno e grande;
* De um até cinco dentre os tipos de re-
cheio: sardinha, atum, queijo, presunto e sa-
lame, sem possibilidade de repeticao de re-
cheio num mesmo sanduiche.
Calcule:
a) Quantos sanduiches distintos podem ser
montados.
b) O numero de sanduiches distintos que um
cliente pode montar, se ele ndo gosta de oré-
gano, s6é come sanduiches pequenos e deseja
dois recheios em cada sanduiche.

64) (ITA) O numero de solu¢des inteiras, maiores
ou iguais a zero, da equacaox+y+z+w=5¢é:

a) 36 d) 54
b) 48 e) 56
c) 52
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PESQUISANDO

Um dos jogos mais conhecidos é o pdquer. No poquer existe
um tipo de "mdo” chamada flash, quando o jogador junta cinco
cartas do mesmo naipe.

Considerando o baralho completo, de quantas formas diferen-
tes é possivel fazer um Flash?

RESUMINDO

Fatorial de um numero natural € o produto de todos os numeros de 1 até n: Nl =n
(n-1.(n-2)..27;

O Principio Fundamental da Contagem diz que para determinar de quantas manei-
ras distintas um acontecimento de n fases, por exemplo, pode ocorrer, basta multiplicar
a quantidade de modos que cada fase pode ocorrer;

* Arranjo é o conjunto com n elementos onde se desejam formar grupos ordenados de
p elementos: A(n, p) =n!/(n - p)!;

+ Permutacdo Simples é um arranjo simples de todos os elementos tomados n a n,
podendo ser calculado através do fatorial de n: P_=nl;

+ Anagrama € uma palavra com significado ou ndo formada ao permutar todas as le-
tras de uma palavra escolhida;

+ Permutacdo com repeticdo € um arranjo simples de todos os elementos tomados n
a n, mas onde ha termos repetidos, por exemplo, a e b, fazendo com que a férmula seja:
P ab=nl/albl;
n
+ Permutacdo circular é o arranjo de um conjunto de n elementos ao redor de um
circulo ou circunferéncia: PC=nl/n=(n-1)};

- Combinac¢do é o conjunto com n elementos onde se desejam formar grupos ndo or-
denados de p elementos: C _=n!/pl(n - p).




GEOMETRIA ESPACIAL: COMO
ESTUDAR POLIEDROS, PRISMAS E

PIRAMIDES?

(Disponivel em: https://mochilana.files.
wordpress.com/2015/07/3-pirc3a2mides-
reproduc3a7c3a3o-de-foto-da-internet.jpg.
Acesso em: outubro de 2016)

Objetivos de aprendizagem:
* Compreender a definicao de poliedro, sua classifi-
cacdo e a aplicacao da relacao de Euler;

* Reconhecer prismas e calcular suas areas da base,
lateral, total e volume, inclusive de paralelepipedo e
cubo;

* Reconhecer piramides e calcular suas areas da base,
lateral, total e volume, inclusive do tetraedro regular;

* Resolver problemas envolvendo poliedros, prismas
e piramides.
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Piramides de Gizé

Uma das mais imponentes construcfes é a
piramide que abriga o corpo do Rei Quedps,
maior das trés piramides de Gizé e Unica das
maravilhas do mundo antigo ainda existente.

¢ Tal construcdo foi feita por volta de 2500 a.C
- por 100.000 homens que trabalharam duran-
(Disponivel em: https: //'ilytimg"fcom' ., t€20anos na construgdo da piramide. Tal fato
hdOZu40UBvg/maxresdefaultjpg. Acessoem: ainda intriga muitos estudiosos e fascinam
outubro de 2016) 5 ystrutores do mundo todo.
Vamos entdo mergulhar nesse mundo da geometria espacial e aprender alguns
conceitos que foram utilizados pelos antigos egipcios.

Poliedro é o soélido limitado por poligonos
planos que tém, dois a dois, um lado comum. Anomenclatura dos poliedros € dada de
acordo com o numero de faces. Por exem-
plo, o sélido acima possui 6 faces, logo ele é
: chamado de hexaedro.
O poliedro sera dito convexo quando:

* A superficie desse solido é formada so-

Exemplo: mente por partes planas, sendo essas partes

V = ndmero de vértices = 8 (faces) poligonos convexos;

F = nimeros de faces = 6 * Duas faces nunca estdao no mesmo plano;

A = nidmero de arestas = 12 + Cada aresta esta contida somente em duas

faces;

fn =ne de faces do género n

Vn = n° de vértices onde concorrem n arestas

Os poligonos sdo denominados faces do po-
liedro.

Os lados e os vértices dos poligonos denomi-

nam-se, respectivamente, arestas e vértices do ‘v

* O plano de cada face deixa o sélido todo
num mesmo lado.

poliedro.

Convexo

18




MATEMATICA

* Icosaedro regular.
Possui 20 faces, todas sao triangulos equi-
lateros.

N&o convexo

1.1) Poliedros regulares

Um poliedro convexo recebe o nome de
poliedro regular se somente se:

* Todas as suas faces tém o mesmo nume-
ro n de arestas;

+ Cada vértice é extremidade do mesmo

namerondearestas; 1.2) Relacgédo de Euler (poliedros
* Todas as suas faces sao poligonos regula-

res e congruentes. convexos)
Os 5 poliedros regulares existentes sdo:

* Tetraedro Regular. _

Possui 4 faces, todas sao triangulos equi-
lateros.

Onde: V é o nUmero de vértices.
F é o nimero de faces.
A é o nUmero de arestas.

<

Observacao

* Hexaedro Regular (Cubo).
Possui 6 faces, todas sdo quadradas. Qualquer poliedro que satisfaz a relacdo
acima é chamado de poliedro eureliano. Entre-
tanto, nem todo poliedro convexo é eureliano.

* Octaedro Regular.
Possui 8 faces, todas sao triangulos equi- Exemplo: Determine o nimero de arestas e

lateros. de vértices de um poliedro convexo que possui
6 faces quadrangulares e quatro faces triangu-
lares.
F=6+4=10
A=?
* Dodecaedro Regular. Faces quadrangulares = 6 x 4 = 24/2 = 12

Possui 12 faces, todas sdao pentagonos re- Faces triangulares =4x3=12/2=6

gulares. A=12+6=18

V+F=A+2
V+10 =18+2

o
p=s
<<
=
(o]
=
w
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Observacao

numero de lados dos poligonos

NUmero de arestas = >

1.3) Soma dos angulos de todas
as faces (poliedros convexos)

Onde: V é o numero de vértices.

Exemplo: No exemplo anterior, determine a
soma dos angulos de todas as faces.

S=(V-2).360

$=(10-2). 360

§=8.360=2880°

1.4) Numero de diagonais
do poliedro

Onde zd, € a soma das diagonais de todas
as faces.

Observacao

_n(n=3) representa o ntimero de
2 diagonais de cada face

Lembrar que d, =

Exemplo,: Quantas diagonais possui um hexaedro?

No hexaedro podemos observar 8 vértices (V
=8), 12 arestas (A= 12) e 6 faces quadrangulares
(F=6).

Fazendo 9= ﬂ%‘ﬂ com as 6 faces quadran-

gulares, ou seja n =4, encontraremos df =2 x 6
faces, ou seja, 12 diagonais. Entdo:

D=8 c82— N-12-12 - 4 djagonais

20

Como formacgao de cristais
pode cair no ENEM?
MAT0190

E imensurével a quantidade de obras
classicas da Matematica que citam polie-
dros e suas estruturas, o que nos remetem
a prépria origem do mundo. Diversas sao
as formas poliédricas que podemos encon-
trar na natureza, sejam em estruturas mais
simples ou em estruturas mais complexas.
Reconhecimento de sélidos geométricos e
estruturas poliédricas é um tema bastante
explorado. Suas estruturas e composicdes

sempre podem ser temas de questdes.

(UNIFICADO) Um gedlogo encontrou,
numa de suas exploracdes, um cristal
de rocha no formato de um poliedro que
satisfaz a relacdo de Euler, de 60 faces
triangulares. O numero de vértices deste
cristal é igual a:

a) 35 c) 33
b) 34 d)32
e) 31

@ :011Jeqen

Como pode cair o

NOENEMe

PRATICANDO

1) (PUC) Se um poliedro convexo possui 16 fa-
ces triangulares, o seu numero de vértices é:

a) 24 d) 12
b) 20 e) 10
)16

2) Em um poliedro convexo de 20 arestas, o
numero de faces é igual ao numero de vértices.
Determine o numero de faces do poliedro.

3) Um poliedro convexo tem faces pentago-
nais e faces quadrangulares. Se a soma das
medidas dos angulos de todas as faces é
4680° e ele tem 25 arestas, quantas faces tem
de cada tipo?



4) Um poliedro convexo s6 tem faces triangula-
res e quadrangulares. Se ele tem 20 arestas e 10
vértices, entdo, o numero de faces triangulares é:
a) 12 b) 11 )10 d) 9 e)8

2) Prismas

Sélido obtido apés interligarmos os vértices
correspondentes de dois poligonos congruen-
tes que se encontram em planos paralelos, dis-
tintos, com segmentos de reta de medida k.

Observacao

1) A distancia entre os planos paralelos que
contém as bases do prisma é chamada altu-
ra do prisma.

2) Se as arestas laterais sao perpendicula-
res aos planos das bases, o prisma é classi-
ficado como “prisma reto”.

3) Caso as arestas laterais sejam obliquas
aos planos das bases, o prisma é classifica-
do como “prisma obliquo”.

2.1) Nomenclatura

Os prismas sao designados observando-se
0 género do poligono nas suas bases.

Exemplo:

Base — triangulo — Prisma triangular

Base — quadrilatero — Prisma quadrangular

Base — hexagono — Prisma hexagonal

Observacao

O que podemos calcular em um prisma:
a) Area da base (A;) — € aarea de uma das re-
gides poligonais formadoras (bases) do prisma.
b) Area lateral (A, ) — é a soma das areas de

todas as faces laterais de um prisma.
C) Area total (A, ) - € a soma das areas de
todas as faces de um prisma, ou seja:

A=A +24,

MATEMATICA

2.2) Volume

O volume de um prisma é dado pelo pro-
duto da area da base pela altura.

Observacao

Para que isso aconteca é necessario que
a area da base seja constante durante toda
altura.

Exemplo: Dado um prisma reto de base
quadrangular regular, cuja altura é h=5me
cuja aresta da base mede 2 m, calcule:

a) Area da base

b) Area lateral

c) Area total

d) Volume
Resolucao:

Planificando o prisma temos:
a) A, — quadrado de lado 2
A, =12=22=4nm7

b) A, — quatro retangulos de medidas 2 x 5
A =4x2x5=40m?

QA=A +2A,
A.=40+8
A =48 m?

d)V=A,xh
V=4x5
V=20m3
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Exemplo: Um aqudrio em forma de prisma
reto, de altura 50 cm e base retangular horizon-
tal com lados medindo 80 cm e 50 cm, contém
dgua até um certo nivel. Apos a imersdo total de
uma pedra decorativa nesse aqudrio, o nivel da
dgua subiu 0,5 cm sem que a dgua entornasse.
Determine o volume dessa pedra.

Resolucao:

ATENCAO — Volume do corpo = volume

do liquido deslocado

4 R 771 0,5 cm
‘l
50 cm
80 cm
Vcorpo = ABh
V,prpo=80.50.0,5
V. orpo = 2000 c®
. Como volume de uma piscina
pode cair no ENEM?
MATO0192

Problemas envolvendo piscinas sdo bas-
tante recorrentes em provas de vestibu-
lares e na grande maioria das vezes sdo
associadas a prismas quadrangulares de-
nominados paralelepipedos. O calculo do
seu volume, bem como o da area de sua
superficie e transformacgdes de unidades
de medidas sdo exemplos de como Parale-

lepipedos podem ser abordados.

(UFF) Uma piscina tem a forma de um
prisma reto cuja base é um retangulo de
dimensdes 15 m e 10 m. A quantidade ne-
cessaria de litros de agua para que o nivel
de dgua da piscina suba 10 cm é;

a)0,15L
b)15L
) 150L
d) 1.500 L
e) 15.000 L

Como pode cair o

3 :0)14BgPRD)

NOENEMS
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PRATICANDO

5) Um prisma pentagonal regular tem 20 cm
de altura. A aresta da base do prisma mede 4
cm. Determine a sua area lateral.

6) Num prisma quadrangular regular, a aresta
da base mede a = 6 m. Sabendo que a area
lateral do prisma € 216 m?, calcule a medida h
da altura do prisma.

7) Calcule a area da base, a area lateral e a
area total de um prisma reto que tem 6 cm de
altura e cuja base € um hexagono regular que
tem 2 cm de aresta.

8) Um prisma reto tem por base um triangulo

retangulo cujas medidas estdo indicadas na
figura.

13 cm

12 cm

Sabendo que a altura do prisma mede 10
cm, calcule sua area total.

3) Prismas: paralelepipedo
e cubo

3.1) Paralelepipedo

Prisma onde todas as faces sao paralelo-
gramos.

<

(paralelepipedo obliquo) (paralelepipedo reto)



MATEMATICA

Prisma de faces retangulares. Suas dimen- b)V=axbxc
sdes sao chamadas de comprimento, largura V=3x4x6
e altura. V=72cm3

SN
)

A
————fe—=3
’

. ¢)D=Vaz+b2+c?
: < | D=v32r 42762

A D D=V9+16+36
. a Ny D =61 cm

N

AN@!

3.1.1) Area da base Exe'mplo: IYum paralelepipedo retdngulo, o,
comprimento é o dobro da largura e a altura é

_ 10 cm. Sabendo-se que a drea total é 216 cm?,

determine o volume desse sélido.

3.1.2) Area lateral 10
| Asabcezac ™ ;
, X
3.1.3) Area total A.=2(ab+ac +ab)

A, =2 (2x2 + 20x + 10x)
216 = 2 (2x2 + 30x)
2x2+30x-108=0

AT=AL+2AB
A, =2bc + 2ac + 2ab

X2+ 15x-54=0
x"=- 18 (F)
3.1.4) Volume
a=x=3cm
V=A;x b=2x=6cm
c=10cm
logo:V=a.b.c
3.1.5) Diagonal (D V=3.6.10
) Piagenal ©)
3.2) Cubo

Paralelepipedo retangulo de faces quadradas.
Exemplo: Dado um paralelepipedo retGngu-

lo de dimensdes 3 cm, 4 cm e 6 cm, determine: 3.2.1) Area da Base
a) Area total

¢) Diagonal

a) A, =2 (ab +ac + be) 3.2.2) Area Lateral
A=2(3x4+3%x6+4%6)

A, =108 cm?
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3.2.3) Area Total bV=a
= A +2A V=3
nEA,
i ' Como fabricacdo de chocolate
Ci..x).JD pode cair no ENEM?
A LS MAT0194

Chocolate é a grande paixdo da maio-

a
ria das pessoas, porém torna-se um vildo
para os que lutam contra a balanca. Barras

de chocolates normalmente sdo comercia-

lizadas em formatos cubicos ou de parale-
. 3.2.4) Volume lepipedos que sdo sempre lembrados em

questdes que envolvem cdlculo volumétrico.
=A_xh
V 5

(ENEM) Uma fabrica produz barras de
chocolates no formato de paralelepipe-
dos e de cubos, com o mesmo volume.
As arestas da barra de chocolate no for-
mato de paralelepipedo medem 3 ¢cm de
3.2.5) Diagonal (d) largura, 18 cm de comprimento e 4 cm de
espessura. Analisando as caracteristicas
das figuras geométricas descritas, a me-
dida das arestas dos chocolates que tém
o formato de cubo é igual a:

. a)5cm d) 24 cm
Exemplo: Dado um cubo de aresta igual a 4 b) 6 cm e) 25 cm
cm, determine: )12 cm
a) Area total
b) Vglume ERONeE) Como pode cair o
¢) Diagonal NOENEMe
a) A = 6a? ’

o PRATICANDO

9) (UFF) O solido abaixo representado possui

V=64 cm’ todas as arestas iguais a L.
cd=a3 —
d=4v3cm l
‘ L
Exemplo,: Aumentando em 1 cm a aresta L I
de um cubo, a darea de uma face aumenta em 7
cm?2 Qual a drea total e o volume do cubo?
(@+1)2-0a2=7 R
2+20+1-a2=7 Sabendo-se que todos os angulos entre
20 X6 duas faces adjacentes sao retos, pode afir-
mar-se que o seu volume é:
a)7L3 d) 19L3
a) A, = 6a?
)4, b) oL3 e) 27L3

o 1L
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10) As dimensdes de um paralelepipedo re-
tangulo sdo 12 cm, 10 cm e 4 cm. Calcule a
area total, o volume e a diagonal desse para-
lelepipedo.

11) Um caminhao basculante tem a carroceria
com as dimensdes indicadas na figura.

Calcule quantas viagens devera fazer para
transportar 136 m3 de areia.

12) (UNIRIO) Uma piscina na forma de um pa-
ralelepipedo retangulo tem 8 m de compri-
mento, 6 m de largura e 3 m de profundidade.
Um nadador que estava totalmente submer-
SO0 na piscina verificou que, ao sair, o nivel da
agua baixou 0,5 cm. O volume do nadador,
em dm3, é igual a:

a) 480

b) 360

) 300

d) 240

e) 120

13) (UERJ) Dobrando-se a planificacdao abaixo,
reconstuiremos o cubo que a originou.
A letra que fica na face oposta a que tem

um X é: V]

a)V B|O
b) O K|C
c)B X
d)K o

MATEMATICA

4) Piramides

Sélido convexo em que ha uma face (base)
num determinado plano e apenas um vértice
fora desse plano. Suas faces laterais sao re-
presentadas por triangulos.

Elementos.

vértice -V

base - ABCDE

vértices dabase-A,B,C,DeE
arestas laterais - VA, VB, VC, VD e VE
arestas da base - AB, BC, CD, DE e EA
altura - VH (h)

Observacao

H é a projecdo ortogonal do vértice so-
bre o plano da base.

4.1) Piramide regular

Uma piramide é regular quando a base é
um poligono regular e a projecao ortogonal
do vértice sobre o plano da base é o centro
desta. Em uma pirémide regular, as arestas
laterais sdao iguais e as faces laterais sdo trian-
gulos isdsceles iguais.

O apétema do poligono regular da base é
chamado apétema da base.

As arestas laterais sdo congruentes e sua
medida sera indicada por a_.

As faces laterais sdo triangulos isdsceles
congruentes.

A altura de uma face lateral (é a altura re-
lativa a base de um triangulo isésceles) é cha-
mada apétema da piramide.
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4.2) Elementos As piramides regulares mais conhecidas tém ba-
ses triangulares, quadrangulares ou hexagonais.
4.2.1) Apétema da Base

Base triangular LV3/6
Base quadrangular L/2
Base hexagonal LV3/2

4.2.2) Area da Base

Base triangular L2 V374
Base quadrangular: L?
Base hexagonal 3L? V372

Destacaremos os seguintes elementos em
uma piramide regular:
AB : aresta da base (e)

. VA : aresta lateral (al) 4.2.3) Area lateral
VH : altura (h) Base triangular ~ 3Lxa /2
VM : ap6tema da piramide (ap) Base quadrangular 4lxa /2
HM : ap6tema da base (ab) Base hexagonal 6Lxa /2
HA : raio da circunferéncia circunscrita a
base (R) 4.3) Volume
Area Lateral - S, Todo prisma triangular pode ser decompos-

to em trés piramides triangulares equivalentes.
Podemos concluir que um prisma equivale
a trés piramides que tém a mesma base e a
mesma altura dele.
O volume de uma piramide qualquer é
igual a um terco do produto da area da base
AVHM pela medida da altura, ou seja:

Area da base - S
Area Total -S. =S +S,

Observacao

Exemplos:

Dada uma pirdmide de base quadrangular re-
gular cuja aresta da base mede 6 cm e altura igual
a 4 cm, calcule:
a) drea da base
b) drea lateral
¢) drea total
d) volume

Resolucao:

Aresta da base = 6cm

Altura =4 cm

Apdotema da piramide =

a)A,=62= 36 cm?

b)A, =4. b.h
2
2=R2+ K2
% A =465
2
A, =60cm?
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) dreatotal > A . =A +A, Ao deslocarmos o vértice de uma piramide
A =60+36 sobre o plano que contém seu vértice e é pa-
ralelo a sua base, ndo alteramos o seu volume.
A, =96 cm?
d) Volume -»V=1.A,.h . Como vela de parafina
3 pode cair no ENEM?
V= % 36.4 BI00003

Usadas em decoragdo ou como aro-
V=48 cm3 matizantes, as velas artesanais possuem
formatos de solidos geométricos conheci-
dos pela suas caracteristicas poliédricas.
4.4) Tetraedro Cubos, paralelepipedos, cilindros, cones,

piramides e esferas ganham formas nos
moldes encontrados para comercializagao.
Muitas questdes gostam de explorar o cal-
culo do custo para a fabricagao de determi-

nadas velas artesanais.

A piramide de base triangular é chamada
tetraedro. Quando todas as faces do tetrae-
dro sdo triangulos equilateros, ele é chamado
tetraedro regular.

(ENEM) Uma fabrica produz velas de
parafina em forma de piramide quadran-
gular regularcom 19 cmde alturae6 cmde
aresta da base. Essas velas sdo formadas
por 4 blocos de mesma altura - 3 troncos
de piramide de bases paralelas e 1 pirami-
de na parte superior -, espacados de 1 cm
entre eles, sendo que a base superior de
cada bloco é igual a base inferior do bloco
sobreposto, com uma haste de ferro pas-
sando pelo centro de cada bloco, unindo-
-0s, conforme afigura. Se o dono da fabrica
resolver diversificar o modelo, retirando a
piramide da parte superior, que tem 1,5
cm de aresta na base, mas mantendo o
mesmo molde, quanto ele passara a gastar
com parafina para fabricar uma vela?

a) 156 cm?3
b) 189 cm3
c) 192 cm?
d) 216 cm?
e) 540 cm?3

4.4.1) Altura do tetraedro regular

4.4.2) Area total do tetraedro

regular

4.4.3) Volume do tetraedro regular

4.5) Principio de Cavallieri

B ROl  Como pode cair 0

NOENE
A ;

7] //-E|h
J
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Colapso do turismo no Egito

; esvazia praias e piramides
i

O pais busca a estabilizacdo para voltar a figurar
fortemente no cendrio turistico mundial

O Egito sempre foi o destino mais bus-
cado por viajantes da Africa ao Oriente Médio. Mas os recentes
acontecimentos que geraram instabilidade no pais provocaram
também a queda nesse fluxo turistico. Vamos ver os impactos
disso em nosso portal www.4newsmagazine.com.br.

#TurismoMumificado

PRATICANDO a) 9

b) 12 RN
14) Considere a piramide quadrangular regu- € 15 L L
lar indicada na figura a seguir. d) 18 A0
e) 21 KA
LAY FEERTY R y

16) O prefeito de uma cidade pretende colo-
car em frente a prefeitura um mastro com
uma bandeira, que sera apoiado sobre uma
piramide de base quadrada feita de concre-
to macico, como mostra a figura. Sabendo-se
que a aresta da base da piramide tera3 m e
que a altura da piramide sera de 4 m, o vo-
lume de concreto (em m3) necessario para a
construgao da piramide sera:

Calcule: a) 36
a) a medida do apétema da base; b) 27
b) a medida do apétema da piramide; )18
c) a medida da aresta lateral; d) 12
d) a area total da piramide; e) 4
e) o volume.

15) (UNIRIO) Uma piramide esta inscrita num
cubo, como mostra a figura a seguir. Saben-
do-se que o volume da piramide é de 6 m3,
entdo o volume do cubo, em m3, é igual a:

28




APROFUNDANDO

17) Um hexagono regular esta inscrito numa
circunferéncia cujo raio mede 4 cm. Se esse
hexagono é base de uma piramide reta, cuja
altura mede 2 cm, entdo a area lateral dessa
piramide, em cm?, é:

a) 20

b) 36

c) 40

d) 48

e) 60

18) Determine o nUmero de vértices de um
poliedro que tem trés faces triangulares, uma
face quadrangular, uma pentagonal e duas
hexagonais.

19) Um poliedro convexo € formado por 80 fa-
ces triangulares e 12 pentagonais. O numero
de vértices do poliedro é:

a) 80

b) 60

c) 50

d)48

e) 38

20) Uma piramide que tem soma dos angulos
de todas as faces 2880° é uma piramide:

a) hexagonal;

b) ortogonal;

) decagonal;

d) eneagonal;

e) n.d.a.

21) (PUC) Um poliedro convexo tem cinco fa-
ces quadrangulares e duas pentagonais. Entao,
o numero de faces n, o nimero de arestas n_e
0 numero de vértices n do poliedro sdo:
ayn,=7 n =10 n, =12

b)n,=5n,=9n =12
agn=7n,=15n,=10

dn=5n=9n =12

e)n,=7 n =10 n,=15

MATEMATICA

@ MATO0191

22) (UNIFICADO) Um poliedro convexo é for-
mado por 4 faces triangulares, 2 faces qua-
drangulares e 1 face hexagonal. O niumero de
vértices desse poliedro é de:

a)6 d)9
b) 7 e) 10
C)8

23) (UNIFICADO) Um poliedro convexo tem
14 vértices. Em 6 desses vértices concorrem
4 arestas, em 4 desses vértices concorrem 3
arestas e, nos demais vértices, concorrem 5
arestas. O numero de faces desse poliedro é
igual a:

a) 16

b) 18

C) 24

d) 30

e) 44

24) (UNIFICADO) Considere o poliedro regu-
lar, de faces triangulares, que ndo possui dia-
gonais. A soma dos angulos das faces desse
poliedro vale, em graus:

a) 180

b) 360

c) 540

d) 720

e) 900

25)(UER]) Considere o icosaedro a seguir, constru-
ido em plastico inflavel cujos vértices e pontos
meédios de todas as arestas estao marcados.

A partir dos pontos médios, quatro trian-
gulos equilateros congruentes foram forma-
dos em cada face do icosaedro. Admita que o

EM2MATO06
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icosaedro é inflado até que todos os pontos
marcados fiqguem sobre a superficie de uma
esfera e os lados dos triangulos tornem-se ar-
cos de circunferéncias, como ilustrado a seguir:

Observe agora que, substituindo-se esses
arcos por segmentos de reta, obtém-se uma
nova estrutura poliédrica de faces triangula-
res, denominada geodésica.

O numero de arestas dessa estrutura € igual a:
a) 90
b) 120
c) 150
d) 180

26) Uma embalagem de chocolate tem a for-
ma de um prisma reto, cuja base é um hexa-
gono regular. A altura da embalagem mede
10 cm e cada aresta da base mede 2v3 cm.
Calcule o volume dessa embalagem.

@ MAT0193

27) (CESCEA) O volume do prisma hexagonal
regular, de altura v3cm e cujo apétema da
base mede V3 cm, é:

a) 18 cm?3

b) 6v3 cm?3

c)3cm?

d) V3 cm?

28) Calcule o volume de ar contido em um
galpdo com a forma e dimensdes dadas pela
figura a seguir.

30

29) Considere o prisma reto da figura cuja
base é um trapézio isdsceles.

D:10cm iC 30 cm

Calcule:
a) a area da base;
b) a area lateral;
C) a area total;
d) o volume.

30) (UFRRJ) Para construir seis degraus ligan-
do dois planos de um terreno (figura abaixo),
o proprietario faz um levantamento de preco
e constata que o metro cubico do concreto que
ele utilizara custa R$ 250,00. Para preencher to-
dos os degraus da escada, seriam gastos:

50 cm

80 cm

30 cm

a) R$ 300,00
b) R$ 90,00
c) R$ 150,00
d) R$ 200,00
e) R$ 30,00

31) Uma fabrica de chocolates esta fazendo
barrinhas na forma de um prisma reto trian-
gular cujas dimensdes estdo indicadas na fi-
gura seguinte.



3cm

<
3cm
8cm

Sabendo que a massa de 1cm? de chocolate
é de aproximadamente 1,3 gramas, determine o
numero maximo de barrinhas desse tipo que é
possivel fabricar com 1 quilograma de chocolate.

32) Um tanque de uso industrial tem a forma de
um prisma cuja base é um trapézio isosceles. Na
figura a seguir, sdo dadas as dimens&es, em me-
tros, do prisma. Calcule o volume desse tanque.

33) Um reservatoério tem a forma de um prisma
reto retangular e mede 0,50 m de largura, 1,20 m
de comprimento e 0,70 m de altura. Estando o re-
servatorio com certa quantidade de agua, coloca-
-se dentro dele uma pedra com forma irregular,
que fica totalmente coberta pela agua. Observa-
-se, entdo, que, o nivel da agua sobe 1 (um) cm.
Isto significa que o volume da pedra é de:

a)0,6 m3

b) 6 m3

c)6dms3

d) 60 dm3

e) 600 cm3

34) (UFF) A figura abaixo representa um pris-
ma reto, sendo ABGF um quadrado e FGML
um trapézio isésceles em que o angulo G
mede 60°.

Calcule o volume do sélido.

MATEMATICA

35) Suponha que o bolo mostrado na tira a
seguir apoie-se sobre um suporte circular fei-
to de chocolate que, por sua vez, encontra-
-se sobre uma mesa de madeira de tampo
retangular, cujas dimensdes sdao 0,90 m de
comprimento, 0,80 m de largura e 0,02 m de
espessura. Assim, a parte dura que o Ceboli-
nha mordeu diz respeito apenas a um pedaco
do tampo da mesa.

N como que o pedaco . I | S | '
\ de bolo gge ey cortei
Z‘ e taduro? - 7
v\/\’R =
acal s g O

' N

N\ '&\\“

(Jornal O Estado de S. Paulo. 13/10/01)

Se o pedac¢o de madeira na fatia tem a for-
ma de um prisma regular triangular, cuja aresta
da base mede 6 cm, qual o seu volume?

36) (UFR)) A figura abaixo corresponde a pla-
nificagdo de um prisma regular hexagonal de al-
tura 2a e perimetro da base igual a 3a. Determine
a distancia entre os pontos P e Q no prisma.

37) Asoma das arestas de um paralelepipedo
reto retangulo é 48 m. Calcule o seu volume,
sabendo-se que as dimensdes sdo numeros
inteiros consecutivos.

38) (UFRJ) Uma pedra de massa 25 kg tem a
forma de um paralelepipedo com 2 cm de es-
pessura. Sua base é um quadrado com 1 m
de lado. Qual a massa de uma outra pedra,
do mesmo material, que tem a forma de um
paralelepipedo com 2 m de comprimento, 80
cm de largura e 3 cm de espessura?
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39) (UNIRIO) Na fabricacdo da peca mostrada
a seguir, feita de um Unico material que custa
R$ 5,00 o cm3, deve-se gastar a quantia de:

4 cm

1cm
1cm

—
2cmi1cm2cm

a) R$ 400,00
b) R$ 380,00
¢) R$ 360,00
d) R$ 340,00
e) R$ 320,00

40) (MACKENZIE) Dispondo-se de uma folha
de cartolina medindo 50 cm de comprimento
por 30 cm de largura, pode construir-se uma
caixa aberta, cortando-se um quadrado de 8
cm de lado em cada canto da folha. O volume
dessa caixa, em cm3, sera:

a) 1244 d) 3808
b) 1828 e) 12000
C) 2324

41) (ENEM) Eclusa é um canal que, construi-
do em aguas de um rio com grande desnivel,
possibilita a navegabilidade, subida ou desci-
da de embarcacdes. No esquema abaixo, esta
representada a descida de uma embarcacao,
pela eclusa do porto Primavera, do nivel mais
alto do rio Parana até o nivel da jusante. A ca-
mara dessa eclusa tem comprimento aproxi-
mado de 200 m e larguraigual a 17 m. Avazao
aproximada da agua durante o esvaziamento
da camara é de 4.200 m3 por minuto.

i

N— 2

Nivel da
jusante

20m N
CAMARA

6m
\ ¥
¢ = — = |
Valvula de dreno Vélvula de enchimento

Camara

a>—mo:] m

Enquanto a valvula de enchimento esta
fechada e a de dreno, aberta, o fluxo
de agua ocorre no sentido indicado
pelas setas, esvaziando a camara até o
nivel da jusante. Quando, no interior da
camara, a agua atinge o nivel da jusante,
aporta 2 é aberta, e a embarcagao pode
continuar navegando rio abaixo.

32

Assim, para descer do nivel mais alto até o ni-
vel da jusante, uma embarcacdo leva cerca de:
a) 2 minutos; d) 16 minutos;
b) 5 minutos; e) 21 minutos.
¢) 11 minutos;

42) (ENEM) Alguns objetos, durante a sua fa-
bricagao, necessitam passar por um processo
de resfriamento. Para que isso ocorra, uma
fabrica utiliza um tanque de resfriamento,
como mostrado na figura.

5cm ]|

25cm

-
-
-="

30cm

O que aconteceria com o nivel da agua se
colocassemos no tanque um objeto cujo volu-
me fosse de 2400 cm?3?

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar
com 20,2 cm de altura.

b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua ficar
com 21 cm de altura.

) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar
com 22 cm de altura.

d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua transbordar.
e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a dgua transbordar.

43) (UERJ) Com uma chapa plana delgada,
de espessura uniforme e massa homoge-
neamente distribuida, construiram-se duas
pecas: uma com a forma de um cubo (fig.A)
e a outra com a forma de um poliedro com
9 faces, formado a partir de um outro cubo
congruente ao primeiro, onde as trés faces
menores sdo quadrados congruentes (fig.B)

Fig. A Fig. B

As informacdes acima permitem a seguin-
te conclus3do:
a) o peso de A é igual ao peso de B;
b) o volume de A é igual a volume de B;
c) a superficie de A € maior que a de B;
d) a superficie de A é menor que a de B.



44) (UFRRJ) A diagonal de um paralelepipe-
do reto-retangulo mede 7 cm e uma de suas
arestas mede 3 cm. Determine o volume do
paralelepipedo, sabendo que a diferenca das
outras duas arestas é 4 cm.

45) (UNIFICADO) Uma caixa-d'agua com for-
ma de paralelepipedo retangulo tera seu vo-
lume reduzido a metade do que tinha sido
projetado inicialmente. Para isso, o constru-
tor devera diminuir as dimensdes da base
dessa caixa de 20% e 50%, respectivamente.
Ja em relacdo a medida da altura dessa caixa-
-d’'agua, o construtor ira:

a) aumenta-la em 15%

b) aumenta-la em 25%

c) aumenta-la em 30%

d) diminui-la em 25%

e) diminui-la em 30%

@ MAT0195

46) (UFF) Um reservatério em forma de pa-
ralelepipedo retangulo possui as dimensdes
internas medindo 4 m de comprimento, 3 m
de largura e 3 m de altura e o nivel de agua
estd a 2 m do fundo. Se aumentamos o com-
primento em 1 m e diminuimos a largura em
1 m, mantendo a mesma quantidade de agua
que havia inicialmente, podemos afirmar que
o nivel da agua:

a) Nao se altera;

b) Aumenta 60 cm;

¢) Diminui 60 cm;

d) Diminui 40 cm;

e) Aumenta 40 cm.

47) (UFF) Um paralelepipedo retangulo é ob-
tido, dobrando-se nas linhas pontilhadas, a
folha de metal representada a seguir.

! 14cm i

T

10cm

|

Calcule a diagonal deste paralelepipedo.

|2cm

MATEMATICA

48) (UNIRIO) Uma sala de 8 m de comprimen-
to, 60 dm de largura e 30 dm de altura devera
ser ocupada por 48 pessoas. Sabe-se que a
quantidade de ar necessaria para que uma
pessoa tenha boas condi¢des de permanecer
numa sala é 4 m3.

De quanto, no minimo, deve-se aumentar
a medida da altura dessa sala para que a ne-
cessidade de ar de todas as pessoas que la
estarao seja plenamente satisfeita?

a)2m d)0,75m
b)1,5m e) 0,50 m
ATm

49) (UNIRIO) Um prisma de altura H e uma pi-
ramide tém bases com a mesma area. Se o
volume do prisma é a metade do volume da
piramide, a altura da piramide é:

a)H d) 3H
6

b) H e) 6H
3

c) 2H

50) (FUVEST) Uma folha de papel colorido,
com forma de um quadrado de 20 cm de lado,
sera usada para cobrir todas as faces e a base
de uma piramide quadrangular regular com
altura de 12 cm e ap6tema da base medin-
do 5 cm. Apds se ter concluido essa tarefa, e
levando-se em conta que ndo houve desper-
dicio de papel, a fracao percentual que sobra-
ra dessa folha de papel corresponde a:

a) 20% d) 12%
b) 16% e) 10%
) 15%

51) Um grupo de esotéricos deseja construir
um reservatorio de agua na forma de uma pi-
ramide de base quadrada. Se o lado da base
deve ser 4/5 da altura e o reservatério deve
ter capacidade para 720 m3, qual devera ser a
medida aproximada do lado da base?
a)8,7m

b) 12,0 m

€)139m

d) 15,0 m

e) 16,0 m
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52) (UFF) A figura abaixo representa a planifi-

cacao de uma piramide quadrangular regular.
P

/I\

Q

Sabendo-se que PQ mede 3V3 cm e que as
faces laterais sao triangulos equilateros, o vo-
lume da piramide é:

a) 18V2 cm3
b) 36vV2 cm3
) 48V2 cm3
d) 60v2 cm3
e) 72vV2 cm3

53) (UER)) Leia os quadrinhos:

HAGAR, o horrivel

Bem, levei 20 anos, mas, final-
mente, economizei'o bastante

para comprar aquele pedacinho
de'rgrm que querial

(O Globo, marco 2000)

Suponha que o volume de terra acumula-
da no carrinho de mao do personagem seja
igual ao do solido esquematizado na figura
a seguir, formado por uma piramide reta so-
breposta a um paralelepipedo retangulo.

I
I
.
40cm AR ' _,_—//'
B - -
L, B
. e T TS
. - ! ~<
- el

100 cm

Assim, o volume médio de terra que Ha-
gar acumulou em cada ano de trabalho é, em

dms3, igual a:
a) 12 ) 14
b) 13 d) 15
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54) (UERJ) Com os vértices A, B, Ce D de um
cubo de aresta a, construiu-se um tetraedro
regular, como mostra a figura abaixo:

Calcule:
a) o volume da piramide EBCD em funcdo de a.
b) a razdo entre os volumes do tetraedro
ABCD e do cubo.

55) (UFF) A figura a seguir representa um pris-
ma regular com 6m de altura e base hexago-
nal ABCDEF.

- D
A ! C

Determine o volume da piramide VABC, sa-
bendo que o lado da base do prisma mede 3 m.

56) (UNIFICADO) Uma piramide quadrangular
regular tem todas as arestas iguais a x. O vo-
lume dessa piramide é:

a) x3vV2
3

b) x3v2
6

c) x3V3
2

d) x3v3
6

e) x3

57) Numa publicacdo cientifica de 1985, foi
divulgada a descoberta de uma molécula tri-
dimensional de Carbono, na qual os atomos
ocupam os vértices de um poliedro convexo
cujas faces sao 12 pentagonos e 20 hexago-



nos regulares, como numa bola de futebol.
Em homenagem ao arquiteto norte-america-
no Buckminster Feller, a molécula foi denomi-
nada fulereno. Determine o numero de ato-
mos de carbonos nessa molécula e o nUmero
de ligacBes entre eles.

58) (UERJ) Um icosaedro regular tem 20 faces
e 12 vértices, a partir dos quais retiram-se 12
piramides congruentes.

As medidas das arestas dessas piramides
sdo iguais a 1/3 da aresta do icosaedro. O que
resta € um tipo de poliedro usado na fabrica-
cao de bolas. Observe as figuras:

Para confeccionar uma bola de futebol, um
artesdo usa esse poliedro, no qual cada gomo
€ uma face. Ao costurar dois gomos para unir
faces do poliedro, ele gasta 7 cm de linha. De-
pois de pronta a bola, o artesdo gastou, no
minimo, um comprimento de linha igual a:
a)70m
b)6,3m
A)49m
d)21m

MATEMATICA

59) (UER]) A embalagem de papeldao de um
determinado chocolate, representada na fi-
gura abaixo, tem a forma de um prisma pen-
tagonal reto de alturaigual a 5 cm.

= D

Em relagdo ao prisma, considere:
l) cada um dos angulos A, B, C e D da base
superior mede 120°;
[I) as arestas AB, BC e CD medem 10 cm cada.
Considere, ainda, que o papeldo do qual é
feita a embalagem custa R$10,00 por m?. Na
confeccdo de uma dessas embalagens, o va-
lor, em reais, gasto somente com o papeldo é
aproximadamente igual a:
a) 0,50
b) 0,95
c) 1,50
d) 1,85

60) Uma piscina de forma retangular tem 8
m de largura, 15m de comprimento, 0,9 m de
profundidade num de seus extremos e 2,7 m
de profundidade no outro extremo, sendo
seu fundo um plano inclinado. Calcule o vo-
lume de agua da piscina quando a altura do
nivel da dgua é de 0,6 m na extremidade mais
funda.

61) (UFRJ) Uma caixa sem tampa, completa-
mente cheia de leite, tem a forma de um pa-
ralelepipedo retangulo de dimensdes inter-
nasa=10cm,b=7cmec=16 cm.
Inclina-se a caixa de 60° em relacdo ao pla-
no horizontal de modo que apenas uma das
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menores arestas fique em contato com o pla-
no, como mostra a figura. Calcule o volume
do leite derramado.

62) (UFF) Os prédios em forma de paralelepi-
pedos retangulos esquematizados na figura
serdo ligados por um cabo AE de comprimen-
to |, que devera ficar perfeitamente esticado.

B
E
A/
F
D al”
I 10m I 10m I 10m I

Sabendo que os prédios estdo apoiados
sobre um mesmo plano e tém faces ABCD e
EFGH paralelas, determine o valor de |.

63) (PUC) Determine o volume de uma pira-
mide hexagonal regular, cuja aresta lateral
tem 10 m e o raio circunferéncia circunscrita
a base mede 6 m.
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MATEMATICA

DESAFIANDO

64) (UFF) O hexagono regular ABCDEF é base da piramide VABCDEF, conforme a figura.

A aresta VA é perpendicular ao plano da base e tem mesma medida do segmento AD. O
segmento AB mede 6cm.
Determine o volume da piramide VACD.

65) (UFF) Um fabricante de embalagens, para fazer caixas de papeldo, sem tampa, em forma de
prisma hexagonal regular (veja figura 1, abaixo), utiliza-se de hexadgonos regulares de papeldo, cada
um deles com lado 30 cm. Corta, em cada vértice, um quadrilatero, como o hachurado na figura 2
e, a seguir, dobra o papeldo nas linhas tracejadas.

Ih=3J§

30 cm

figura 1

figura 2

Sabendo que a altura da caixa é de 3vV3 cm, seu volume é:
a) 900 cm3
b) 2700 V3 cm?
€) 727 y3 cm3
d) 776 /3 cm?
e) 7776 cm3
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PESQUISANDO

A produgdo de diversos produtos é feita mundialmente: a
matéria-prima é recolhida em um pafs, é transformada em outra
nacdao, embalada em outro continente e vendida em varios pai-
ses. Para que os produtos cheguem bem conservados para seus
clientes, o transporte deve ser adequado ao tipo de mercadoria
a ser transportada. Um aspecto importante é a cobranca pelo
transporte dessas materiais, que pode ser feita pelo peso real e
peso cubado. Pesquise sobre cubagem e descubra os fatores de
cubagem para cada tipo de transporte.

RESUMINDO

Paralelepipedo é o prisma onde todas as faces sdo paralelogramos.
Paralelepipedo retangulo é o prisma de faces retangulares:

Area dabase Area lateral Area total Volume Diagonal
A =ab A =2bc+2ac A =2(@b+actbc) V=abc V(@2+b’+)

+ Cubo é o paralelepipedo retangulo de faces quadradas:

Area da Diagonal do IETLIENGE]
base cubo face do cubo

A, = a? A= 432 A =6a’ V=al av3 av2

Area lateral Areatotal Volume

Piramide é o sélido em que ha uma face em determinado plano e apenas um vér-
tice fora desse plano, suas faces laterais sdo triangulos;

+ Ovolume de uma piramide ¢ V=1/3 A_ . h, onde A, € a drea da base e h a altura.

A piramide triangular é chamada de tetraedro, quando todas as faces sdo triangu-
los equilateros, € o tetraedro regular:
Altura  Areadabase Arealateral Area total Volume
H=av6/3 A=a%3/4 A =3a%3/4 A=a>V3 V=2a3v2/12
» O Principio de Cavallieri diz que ao deslocarmos o vértice de uma piramide sobre o
plano que contém seu vértice e é paralelo a sua base, ndo alteramos seu volume.




	F ROSTO MAT.pdf
	3A EXPEDIENTE HUM - WP
	DIV_ESP_3A_2BIM
	ESP_3A_2BIM
	DIV_GEO_3A_2BIM
	GEO_3A_2BIM
	DIV_HIS_3A_2BIM
	HIS_3A_2BIM
	DIV_ING_3A_2BIM
	IMG_3A_2BIM
	DIV_LPT_3A_2BIM
	LPT_3A_2BIM
	DIV_LIT_3A_2BIM
	LIT_3A_2BIM
	DIV_POR_3A_2BIM
	POR_3A_2BIM




