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Apresentacao:
Ol4, querido aluno.

O material da Irium Educacgéao foi elaborado por professores competentes e comprometidos com
uma proposta de educagao exigente e plural.

Neste livro, vocé encontrard uma teoria na medida certa, focada nas informag¢des mais importantes
hoje em dia, e muitos exercicios para fortalecer sua aprendizagem e preparacdo para os desafios futuros.

Vamos conhecer um pouco mais sobre este livro?

Todo capitulo inicia com uma capa, onde vocé encontrara uma imagem ilustrativa e os objetivos
de aprendizagem. Estes resumem 0 que queremos que vocé aprenda. Quando chegar no final do
capitulo, se vocé quiser saber se aprendeu o que é realmente importante, volte na capa e verifique se
alcangcou cada um dos objetivos propostos.

Antes de entrarmos na teoria, em cada capitulo, vocé encontrara uma contextualizag¢do. Ela funcio-
na para mostrar para vocé porque o assunto é importante e como vocé podera usar esse conhecimento

no seu dia a dia.
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Objetivos de aprendizagem: bty
+ Compreender as razes que levaram Portugal a i
ar a expansao ultramarina
- Analisar asrelagdes entre os europeus € s natvos
indigenas durante o periodo colonial brasileiro;
+ Identificar as fungdes da Igreja na organizagdo do
sistema colonial;
- Entender a relagao do Mercantiismo europeu com
2 montagem da economia agucareira no Brasi;
rceber o papel de africanos, nativos indigenas e
europeus na formagao cultural brasileira.
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ras, visa diminuir

Aatual
reforma agvéna A memda que consiste na reahzagéo de uma m;umm;su de ter-

rabalha-

Muitos

dores Sem-Terra (MST) & um exemplo de orgama(:o responsével por essa luta.

Brasi Colo

Oterritrio

brasﬂem 4 época da colonizagao, foi dividido por esse sistema em quvnze lotes de

modo,

1) Expansdo Maritima e
Comercial Europeia

0 que explica um pais t30 rico como o Brasil
ter tanta miseria? As respostas 5o complexas
e incertas, mas a certeza & que esta contradi-
G0 assola o pais desde a sua formagdo. Para
comegar a responder essa pergunta podemos
it & Esareks Warhine, spreeris

tado Nacional em Portugal ter sido precoce-
mente desenvolvido. A unificagao do poder
nas maos do Rei trouxe a centralizag3o e es-
tabilidade necesséria parao pais poder de-

senvolver seu sistema coloni
Apresenca mugulmana na a Peinsula béri
Ga, desde o ano de 711 da era crista, repre-
sentava, entretanto, umgrande obstéculo a0s
40 polt des.

isava o
ek e s s el
ta. Muita riqueza foi explorada e proﬂuma no

ta regido. O combate o infiel gerou um espi-
ritode Cruzada o processo de centralizag3o,

ma atravessou o AU3to € fcou em teras por
tuguesas, holandesas e inglesas principalmente.
1.1) Formagéo do Estado
Nacional Portugués

A expansdo maritima portuguesa foi pio-
neira, entre outras razdes, pelo fato do Es-

que estaria modo na ex-
periéncia da Expansdo Maritima e Comercial
Adantica. A ligagdo entre o nascente poder
monérquico em Portugal e a Igreja Catdlica
seria uma das caracteristicas mais marcantes
daquele precoce reino, por séculos.

evemos encontrar a origem de Portugal
o século Xil, processo derivado da chamada

conversacion o entretenida lectura? La pantalla  2) |nterpretacion de textos
transmite un misterioso magnetismo, que nos
obligard a dirgir nuestros ojos en esa misma

direccién, aunque estén pasando una trloda 2 1) |3 lectura skimming

publicidad.

) qué s ese “magnetismo’, esa atrac-
cion ineluclible que capta nuestro atencion? La
respuesta la dio Paviov en 1927. Segin €I, nos
ha quedado como parte de nuestra herencia
evolutiva, cuando debiamos salir a cazar nues-
ra cena, una reaccion visual o auditiva ante un
estimulo nuevo y brusco. Una forma de reacci-
6n que nos permitia orientar ante algo que no
esperdbomos. Esto nos permite huir ante el pe-
Iigro o capturar més répidamente nuestra pre-
sa. Paviov llamé a esa reaccién “respuesta de
orientacién”. Esta respuesta se acomparia de un

enfoca su atencin estudiando al medio que lo
rodea, mientras que el resto del cuerpo espera
para entrar en accién.

i fas Universidades de Stanford y Missouri
estudiaron Ios trucos televisivos: cortes, z00m,
paneos y ruidos sorprendentes, llegondo a la
conclusidn que activaban esta “respuesta orien-
tativa”. Esto explicaria en parte ese efecto hip-
nético que ejerce sobre el televidente. Por ejem-
plo:se recuerda mds, una imagen editada desde
distintos dngulos que una . De alli 0 efectivi
dad de los video clps. ¥ aunque todavia no hay
ks sl of g, i e gk e

Alg

¢sabes el significado de una lectura skim-
ming? Bueno, el verbo “skim” en Inglés sig-
nifica deslizar a la superficie, pasar los ojos
por. Entonces, la tecnica “skimming” nos leva
a leer un texto superficialmente. Utiizar esta
tecnica significa pasar los ojos por el texto,
leyendo algunas frases aquf y all, buscando
a reconocer las palabras y expresiones que
sirven como dicas para obtenermos informa-
ciones del texto.

[
no enem?

EsPooos

Aestratéga de leitura “skimming” per-

mite ao leitor identificar rapidamente a

idea princpalou  senid gerldo ex:
Fovate s i e s

evige do kit conhecmento de

Zacho de text & ablidade para neri

significados pelo contexto.

Cuidar el agua, recurso
renovable pero finito
Las altos temperaturas que arrecioron
durante el verono estan acobando y junto
con eso, ofortunadamente, disminuye la

deci
o s atrds, dverses it Japoness fueron

sumen oguo de una manera desmedido. A

nes eplépices por estmes viuaies e
‘nados porlos fuertes flashes de un dibujo ani-
mado transmitido por una cadena de television
nipona.

Ospontle e oo bty

a) 2C6mo la respuesta de orientacion actéa
en el cerebro?

b) ¢A qué se deben los problemas de salud
que tuvieron los nifios en Japon

) £C6mo se explica el magnetismo que tene-
mos frente a television?

simpl | pero la
contidad de livos que se desperdician es
mds que asomorosa.

£l agua es un elemento indispensable

mandamos més de este recurso que se estd
volviendo un ben escasoy, aunque parezca
mentira, podra agotorse.

[ Solo el 3% delagua disponble en el planeia

en acufferos subterrdneos, y dnicamente el 1%
o5, lo-

[l practicanoo_J

Responda a las cuestiones de 9 a 11 a de
texto.

05 agunasy aroyos.
Por eso a Asamblea General de o3 o
ionesUnides desgnd 122 de mrzo como

La Unién Europea medird en
2009 el nivel de idiomas de
los europeos

hocia o que se ha denominado “culura del

conocimiento, valoracidn  cuidado con el

La Unién Europea (UE) medird, a partir de
2009, los conocimientos de los jovenes de entre
14 16 afios, al final de lo ensefianza oblgato-

Una buena medida es ahorrarlo, y ha-
siempre, sea en lo casa o lugares pu-

lcas, Um dfrplo d el s dare duchos
5, ya que en cinco minutos se gastar

200105, ok feplos de descuido on e

ria,
‘hayan aprendido. La comisién ha aprobado el
modelo de prueba que se utiizard para elaborar
este indicador europeo de competencia lings-
tica. n la primera oleada de pruebas, que se

2009,

evitor despericiario.
E114 de junio de 2008 abrird sus puertas
lo EXPO de Zoragozo, e enlo

2008

o e Ao desrllo oot
bie uno delos grandesbebates d b
nidad en e siglo X.

, compr y
los jovenes en el primer y segundo idiomas mds
enseilados en la UE: inglés, francés, alemdn, es-
paiiol e itaiano, Los impulsores del proyecto es-
peran conocer el nivel de idiomas, pero también
en qué paises se estdn ofreciendo los mejores
programas de idiomas. Esta informacién ayuda-

i la

7. cdoptod)
L lectura del texto permie con-

cluir correctamente que:

a)suele utilizarse un gran volumen de

agua en laindustriay agricultura.

b)'se ha retomado el control del con-

sumo humano de agua.

) las generaciones venideras no re-

sultaran afectadas por el desperdicio

ua.

d) el agua s un elemento hidrico de
pronta extincion.
@) casi la totalidad del agua dulce se

enseflanza y aprendizaje de otras lenguas.
£l Consejo Europeo de Barcelonase fjé como
objetivo que todos los jovenes estudien, desde la
edad mds temprana posible, al menos dos len-
guos extranjeras. £l comisario de Educacion ase-
gum que el indicador de competencia lingiistica
—___ como objetivo establecer una ciosi-
muan de paises, que “servird para in-
ventariar las mejores experiencias en materia de
adauisicién de conocimientos lingisticos, con el
objetivo de favorecer su intercambio entre los
Eslados miembros". Por su parte, el responsable
Subray que el indicador ser-

polares

)

ENEM

vird para conocer *la distancia que todavia nos
separa de los objetivos que nos hemos fijado: el
acceso de los ciudadanos de fa Unién Europea al
multilingdismo”.

67 5oiccom, 2007, sdsprado)




No meio do caderno, quando estiver estudando, vocé encontrara inser¢des com informacgdes rele-
vantes e que “conversam” com portais da Irium Educacéo. E o caso do box Como pode cair no ENEM?,
gue trazem temas conectados ao assunto do capitulo e propdem questdes do ENEM ou com o estilo
da prova. Vocé podera resolver os exercicios no seu caderno ou acessar o portal comopodecairnoenem.
com.br. La vocé também encontrara todas essas questdes resolvidas em video.

Outra insercdo interessante, que visa oferecer mais conhecimento relevante, é o 4News. Nessa se-
¢do, sera possivel acessar noticias recentes que conectam o tema do capitulo com uma informagao
importante para a sua formacdo e para os diversos vestibulares. Na apostila, essas informagdes estao
resumidas, mas podera acessar esse contetido, produzido pela nossa equipe de professores, na inte-
gra, através do portal 4newsmagazine.com.br ou utilizando o QR code inserido no box.

[ 000
13) (UER)) (...) E permite El-Rei que sejam estes
indios escravos por estar certificado de sua vida

3.2) Taxas de glicose no sangue Insulina

+ 0 Teor de glicose no sangue é chamado  SaNgUe ———————> Células
de glicemia, e possui taxas normais de 40 ml Glucagon

de glicose / 100 ml de sangue até 100 ml de
glicose / 100 ml de sangue;

+ Valores abaixo = hipoglicemia; valores
acima = hiperglicemia;

+ Dois horménios atuam no controle da
glicemia e sdo produzidos no pancreas: Insu-
fina e Glucagon;

+ A glicose é usada na respiragao celular
para produg@o de energia; o excesso é arma-
zenado.

+ Diabete melito

> Insulino dependente = Hiperglicemia, com
eliminagao de glicose pela urina (‘Doce’) = Gl
cosiiria;

> Insulino ndo dependente = redugdo da
quantidade de receptores celulares de insuli-
na e hiperglicemia = Glicosria.

Teste de tolerancia & glicose: é um teste
de diagndstico para diabetes. Ap6s passar a
noite em jejum, vocé colhe uma glicemia de
jejum e recebe para beber uma solugao com
alta concentragéo de agdcar (75 g de glicose)
e é colhida nova glicemia apos 2 horas. O tes-
te de tolerancia oral & glicose é considerado
positivo quando a glicemia fica acima de 200
mg/di apés 120 min. Normalmente, a glico-
se nao sobe muito e retorna ao normal apos
duas a trés horas. No diabético, a glicose san-
guinea é geralmente mais alta apds o jejum,
sobe mais depois de ingerir a solugdo de gli-
cose e leva quatro a seis horas para descer.

e costumes que ndo s@o capazes para serem
forros, e merecem que os fagam escravos pe-
los grandes delitos que tém cometido contra os
portugueses, matando e comendo centos deles,
e milhares deles, em que entrou um bispo e mui-
tos sacerdotes.

(S0UZA, Gabriel Soares de. In: Anais da Biblioteca Nacional.
Rio deJaneiro: 1941)

Este codigo devera ser usado na busca na videoteca da Irium Educagao, em irium.com.br/videoteca.

Estudo indica que adogante
eleva glicose no sangue

IRIUM
VIDEOTECA

‘ Pesquisas defendem que pessoas que consomen esses
produtos regularmente podem estar colocando sua satide
em risco da mesma forma que uma pessoa obesa

Vocé provavelmente jd passou pela seguinte situagao
quando pede um cafezinho: “Agticar ou adogante, senhor(@)2". Bom, ha algum
tempo, 0 uso de adogantes tornou-se popular no mundo, mas precisamente na dé-
cada de 60. No Brasil, nos anos 80, estava associado aos portadores de distdrbios
organicos, como a diabetes, e eram vendidos somente com prescrigao médica. No
entanto, em 1988, ocorreram mudangas na legislagéo e permitiram que os adogantes
passassem a ser vendidos sem prescricdo e, atualmente, 53 consu-
midos por grande parte da populagao. Contudo, pesquisas realizadas [M];
em 2014, defendem que pessoas que consomen esses produtos re
gularmente, com o obietivo de perder ou evitar 0 ganho de peso, po-
dem estar colocando sua satide em risco da mesma forma que um:
pessoa obesa. Saiba mais em www.dnewsmogazine.com.br.
#0lhaaGlicose #AgicarOuAdogante

Assista a mais de 1.000 videos relacionados ao

nosso material didatico

Cédigo

Buscar

Uma das principais marcas dos livros da Irium Educagao sdo os exercicios, que primam pela quan-
tidade e qualidade. Para ajudar os alunos a tirarem suas duvidas, existem inUmeras questées com
solucdes gravadas em video. Elas aparecem com uma camera e um codigo. Para acessar a solucao,
utilize o cédigo no campo de busca no espaco destinado (videoteca) no nosso site irium.com.br/videoteca
ou até mesmo no Youtube.

Para finalizar, que tal encontrar um conteldo ideal para aquelas revisdes na véspera de provas e
concursos? Essa é a proposta da secdo Resumindo, na Ultima pagina de cada capitulo. Aqui, vocé en-
contrard uma sintese com as principais informac&es do capitulo, como as férmulas mais importantes,
que vocé ndo pode esquecer.

A equipe da Irium Educacgdo acredita em uma formacao exigente, completa e divertida. Esperamos que
este livro possa proporcionar isso a vocé.

#vamboraaprender

“A Educagdo é a arma mais poderosa
que vocé pode usar para mudar o mundo.”

(Nelson Mandela)

Fabio Benites
Diretor-geral



MATEMATICA

3°ANO / PV
VOLUME IV



SUMARIO

EM3MAT09
EM3MAT10
EM3MAT17

ORGANIZANDO NUMEROS E DADOS EM MATRIZES
LOGICA E PROBLEMAS DE RACIOCINIO

TRIGONOMETRIA: CONCEITOS, CIRCULO
TRIGONOMETRICO E FUNCOES

21
35



ORGANIZANDO NUMEROS E
DADOS EM MATRIZES

(Disponivel em: http://www.istockphoto.
com/br. Acesso em: julho de 2017)

Objetivos de aprendizagem:

« Compreender o significado de uma matriz;

« Assimilar as diversas propriedades associadas as
matrizes;

* Realizar operacBes envolvendo matrizes;
* Calcular determinantes de matrizes quadradas;

« Utilizar conceitos de matrizes para determinar con-
juntos-soluc¢do de sistemas lineares.



ORGANIZANDO NUMEROS E DADOS EM MATRIZES

Tabelas e matrizes
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(Disponivel em: http://diariofutebolisticofc.blogspot.com.
br/p/tabela-campeonato-ingles-2016-2017.html.
Acesso em: julho de 2017)

1) Matrizes: introducao

Observe o resultado da pesquisa feita so-
bre a variacdo das temperaturas médias, em
graus Celsius, nas regides brasileirasR,, R,, R,,
R, durante os meses m,, m,, m,.

Cada valor localizado na linha i e na colu-
na j dessa tabela é a respectiva temperatu-
ra media da regido R, durante o més m.. Por

w
@

F R T T T T T R A T o T R E RS R -]

PTS Vocé ja reparou que tabelas sao

importantes ferramentas para or-
ganizar um campeonato?

O campeonato Ingles de futebol
€ uma paixdo para os amantes des-
se esporte e, anualmente, é dispu-
tado por diversos clubes em todo
o territério Ingles. Mas para a or-
ganizacao e acompanhamento dos
fas, a tabela de classificacao é atu-
alizada a cada rodada e divulgada
nas midias populares. Nessa tabela
temos informacgdes sintetizadas do
desempenho de cada clube, infor-
macdes tais que podem ser cruza-
das e comparadas com os diversos
times participantes.

Ao longo dessa sec¢do estudare-
mos como as tabelas sdo uma im-
portante ferramenta matematica.

9
9
9
T
6
5
5
4
4
4
4
3
3
3
2
1
1
1
1
1

exemplo, a temperatura média da regido R,
durante o més m, é 36°C.

Essas tabelas sdo muito Uteis no cotidiano,
pois permitem uma visualizacdo simplificada
do cruzamento de duas ou mais informacdes
sobre o objeto de estudo. Chamamos essas
tabelas de matrizes.

1.1) Definicao

Chama-se matriz do tipo m x n (lemos “m
por n”) toda tabela de nimeros dispostos em
m linhas e n colunas.

1.1.1) Leitura e representacgao

Essa tabela pode ser representada entre
parénteses () ou entre colchetes [] e cada ele-
mento é localizado através de sua posi¢do. O



elemento a; € aquele localizado na linhaiena
coluna j. Vejamos alguns exemplos:

17 2
a)|:0 -3:|
4 7

E uma matriz do tipo 3x2, pois possui 3 li-
nhas e 2 colunas. O elemento a,, (lemos: “a
trés, um”) esta localizado na linha 3 e coluna
1, assim dizemos que a,,= 4.

b) 0 20 13 17
-2 15 6 19

E uma matriz do tipo 2x4, pois possui 2 li-
nhas e 4 colunas. O elemento a,, (lemos: “a
dois, quatro”) esta localizado na linha 2 e co-
luna 4, assim dizemos que a,, = 19.

Dessa maneira representamos genericamen-
te uma matriz do tipo mxn da seguinte maneira:

a, 0a, .. 0,
_ aZ7 a22 aZn

Aan - :
a., a, .. d

PRATICANDO

4 7 -1

1) Na matriz A= |: 3 0 2 :| determine:
5 -3 6

a) a soma dos elementos da 22 coluna.

b) a ta;zta,

2) (UERJ) A temperatura corporal de um pa-
ciente foi medida, em graus Celsius, trés ve-
zes ao dia, durante cinco dias. Cada elemento
a, da matriz abaixo corresponde a tempera-
tura observada no instante i do dia j.

356 364 386 380 360

36,1 370 372 40,5 404
355 35,7 361 370 392
Determine:

a) O instante e o dia em que o paciente apre-
sentou a maior temperatura.

b) A temperatura média do paciente no ter-
ceiro dia de observacao.

MATEMATICA

1.2) Tipos de matrizes

1.2.1) Matriz linha

Chamamos de matriz linha a matriz que
possui somente uma linha, ou seja, toda ma-
triz do tipo 1xn.

Exemplo:

a)A. .=(15-9)

1X3

1.2.2) Matriz coluna

Chamamos de matriz coluna a matriz que
possui somente uma coluna, ou seja, toda
matriz do tipo nx1.

Exemplo:

5
a)A,,, = 4
-2

1.2.3) Matriz nula

Chamamos de matriz nula qualquer matriz
do tipo mxn cujos elementos sdo todos iguais
a zero.

Exemplos:

0 0 0
a) Matriz nula do tipo 2x3:

0 0 0
0 0
b) Matriz nula 2x2:
0 0

1.2.4) Matriz quadrada

A matriz que possui mesma quantidade de li-
nhas e colunas é chamada de matriz quadrada.
Esse nimero de linhas (ou de colunas) é cha-
mado também de ordem da matriz.

Exemplos:

0 1
a)AmatrizA, ,= )e’ quadrada de ordem 2.
2 4

-1 0 1
b) A matriz A, , = é quadrada de
* 2 3 5
ordem 3.

8 7 -2

Nas matrizes quadradas, os elementos a,
tais que i = j formam uma diagonal chamada
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diagonal principal. Ja os elementos a, tais que
i+j=n+1échamada diagonal secundaria.

diagonal secundaria

diagonal principal

Exemplos: 0 1
a) Na matrizA,,, =< > 4

gonal principal séo a,, =0 e a,, =4 e os da dia-
gonal secunddria sGo a,, =1ea,,=2.

)os elementos da dia-

-1.0 1

b) Na matriz A, , = ( 2 35 ) os elementos
8 7 -2

da diagonal principal séo a,, =-1,a,,=3ea,,=-2¢€

os da diagonal secundaria sGo a,,=1,a,,=3ea, =8.

1.2.5) Matriz diagonal

Chamamos de matriz diagonal toda ma-
triz quadrada cujos elementos nao perten-
centes a diagonal principal sdo iguais a zero.

Exemplo: Vejamos a matriz diagonal D de
ordem 3:

7 0 0
D= 0 3 0 |
0 0 5

1.2.6) Matriz identidade

A matriz identidade é a matriz diagonal
cujos elementos da diagonal principal sao to-
dos iguais a um.

Exemplos: 10
a) Identidade de ordem 2: 1, =< 0 1 )

70 0
b) Identidade de ordem 3: |, = ( 0 1 0 )
0 0 1

1.2.7) Matriz transposta

Considere uma matriz A do tipo mxn. A
matriz transposta de A, normalmente re-
presentada por AY, é a matriz onde cada linha
€ ordenadamente igual as colunas de A. Des-
sa maneira, At sera do tipo nxm.

Exemplos: 4]
7
a) Setomarmos a matrizA,,,=| 9 | suatrans-
postaserd A, .=[479811]. )

12 3
b) Se tomarmos a matriz B, , = |: 0 4 -1 :|
sua matriz transposta serd:

10
Bt3x2 = [2 4 ] :
3 -1
1.3) Operagcdes com matrizes

1.3.1) Igualdade de matrizes

Dizemos que duas matrizes A e B sao
iguais quando seus respectivos elementos
correspondentes sdo iguais, ou seja, a,, = b,
a,, =b,etc

Exemplos: Considere as matrizes:

X 2 -22 , X=2
= dessa maneira temos:\ y=7
3y a7 3=3

1.3.2) Adicao e subtracao de
matrizes

A soma (ou subtrac¢ao) de duas matrizes A
e B, do mesmo tipo, é a matriz em que cada
elemento é a soma (ou subtra¢do) de seus
elementos correspondentes em A e em B.
Exemplos:

1 2 7 3 17+1 2+3
a) 5 9 | -1 4 =l 5+(-1) 9+4
-2 3 3 5 -2+3 3+5
2 5
= 4 13
17 8
p(257 1703\ (275013
3-13 324 3-3 -1-2 1-3
15-2
\o-3-1



1.3.3) Multiplicacao de um
numero real por uma matriz

O produto de um numero real k por uma
matriz A é a matriz em que cada elemento é
o produto de seu elemento correspondente
em A pelo numero k. Esse produto é indicado
pork.A.

Exemplo: 5. T2\ (5 15.2\_(5 10
34 5.35.4 15 20

1.3.4) Multiplicacao de matrizes

Antes de definirmos a multiplicacdo de
matrizes, vejamos como é definido o produto
de uma linha por uma coluna. Considere as
matrizes A, ;e B, , onde tomamos a linha i de
A e a colunajde B, ou seja:

b

1j
(an a, ai3)e b
b

3
Definimos como o produto da linha i pela
colunajovalora,.b,+a,.b,+a,.by ou
seja, adicionamos os resultados obtidos pela
multiplicacdo ordenada dos elementos da li-

nha i pelos elementos da coluna j.

2j

b,
b
——
coluna/
deB
an aiz ai3
linhajde A \L
ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j

produto da linhaj
pela colunaj
Podemos observar que se ndo houver a
mesma quantidade de elementos ndo se pode
efetuar tal produto. Dessa maneira, definimos
entdo o produto de matrizes.

MATEMATICA

Considere duas matrizesA_ _eB_,.O pro-
duto de A por B é a matriz C, onde cada ele-
mento C; € o produto da linha i da matriz A
pela coluna j da matriz B.

Observe o método para calcularmos o pro-
duto do produto de:

2x3 = 3x2 = 2 _1 :
045 0 2

4+2x243x0 133+201)+3x2

W

=)
R

\

\

|

ws)

w

>

N

I
TN
O N B
S

BN

) Oxd+Ax2+5%0 h3+at1D

D -~

Ass _[

Onde:

O produto da linha 1 de A pela coluna 1 de
Bé1.4+2.2+3.0=8;

O produto da linha 1 de A pela coluna 2 de
Bé1.3+2.(-1+3.2=7;

O produto da linha 2 de A pela coluna 1 de
Bé0.4+4.2+5.0=8;

O produto da linha 2 de A pela coluna 2 de
Bé0.3+4(-1)+5.2=6.

8 7
Portanto A.B =
8 6

Vejamos mais alguns exemplos:

a) Calcule o produto de A =< r2 ) pela iden-
tidade de ordem 2. 3 4

Solucgao:

Fazendo o cdlculo pelo método apresentado,
temos:

—
O

E SO S ]

W
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b) Considere A = Calcule a matriz A
Solucao
Fazendo o cdlculo pelo método apresentado,
temos:

BN

A
=
2
g

Observacao

[# ¥ -

1) Observemos que para existir o produto
de A por B, a quantidade de elementos da
linha de A e a quantidade de elementos da
coluna de B devem ser iguais. Em outras pa-
lavras, dizemos que o numero de colunas de
Aéigual ao numero de linhas de B para existir
o produto A . B. Dessa maneira a matriz pro-
duto AB tem 0 mesmo ndmero de linhas de A,
e 0 mesmo numero de colunas de B.
A - By = (AB)
2) O produto de uma matriz A pela identi-
dade, é igual a prépria matriz A. Podemos
inclusive associar a ideia de que a matriz
identidade representa, no produto de ma-
trizes, a mesma funcdo que o niumero 1 na
multiplicacdo de numeros reais, ou seja, é 0
elemento neutro da multiplicacao.

3) O produto de matrizes ndo é necessaria-
mente comutativo, isto é, A. B ndo é necessa-
riamente igual a B . A. Voltemos ao exemplo:

: 123 S

Seja A,,, =e 2 -1

0 45 0 2

1 23

0 45

Calculando A . B, temos A . B =
calculando agora B . A obtemos: 8 6
4 20 31
B. 2 0 1
0 8 10

mxp

87

PRATICANDO

042 4 0-65
3)Dadasas matrizesA=(-6 3 y|eB=[x 3 1

512 4 8 z
calcule x, y, z para que B = A,

4) Dadas as matrizes:

4 -1 3 3 -16
A=107 1]e B=[1T 2 5
1T -12 1-1 2

Determine o elemento x,, da matriz AB.

5) Amatriz A é do tipo 5x7 e a matriz B, do tipo
7x5. Assinale a alternativa correta.

a) A matriz AB tem 49 elementos.

b) A matriz BA tem 25 elementos.

¢) A matriz (AB)? tem 625 elementos.

d) A matriz (BA)? tem 49 elementos.

e) A matriz (AB) admite inversa.

@ MATO0039

6) (UERJ) Em um supermercado, um cliente
empurra seu carrinho de compras passando
pelos setores 1, 2, e 3, com uma forca de mo-
dulo constante de 4 newtons, na mesma di-
recao e mesmo sentido dos deslocamentos.

Na matriz A abaixo, cada elemento a; indi-
ca, em joules, o trabalho da forca que o clien-
te faz para deslocar o carrinho do setor i para
o setor j, sendo i e j elementos do conjunto
{1, 2,3}

0 40 60
A=40 0 80
60 80 O

Ao se deslocar do setor 1 ao 2, do setor 2
ao 3 e, por fim, retornar ao setor 1, a traje-
toria do cliente descreve o perimetro de um
triangulo.

Nessas condi¢des, o cliente percorreu, em
metros, a distancia de:

a) 35 c) 45
b) 40 d) 50



7) (UFPB) As mensagens entre duas agéncias
de espionagem, GAMA e RAPA, sdo trocadas
usando uma linguagem de codigos, na qual
cada numero inteiro de 0 a 25 representa
uma letra, conforme mostra a tabela:

A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|LM
S R I R B O B O B A I B NN I
7110(27| 9|5 |4 |18|2 |17]25|23|12|14

N|O|P|Q|R|S|T|U[V|W|X|Y]|Z
ILpddddd Lid]dd
8 |1[19]/15/20|21|11| 3 |16|24| 6 [13| 0

«—
—

A agéncia GAMA enviou para a RAPA o
nome de um espido codificado na matriz:

[

1
A= O
0

2

Para decodificar uma palavra de 5 letras,
dada por uma matriz A, de ordem 5 x 1, for-
mada por inteiros de 0 a 25, deve-se multipli-
ca-la pela matriz de conversao:

190 0 0]
0 3520 2
C=[{0 00 0 7
010 0 0
020 0 3|

E, usando-se a tabela dada, converter os
numeros em letras. Utilizando-se esse pro-
cesso, conclui-se que o nome do espido é:

a) DIEGO
b) SHUME
c) SADAN
d) RENAN
e) RAMON

MATEMATICA

Como custos de producao
pode cair no ENEM?
MAT0038

IndUstrias e fabricas que produzem arti-
gos variados, precisam encontrar maneiras
eficientes de calcular custos de producdo e
assim otimizar a administracdo financeira.
Para isso, o uso de matrizes e suas opera-
¢Bes é um 6timo métodos para tal, e entdo
é importante dominar as no¢des de cons-
trucdo das matrizes e operagdes, principal-

mente a multiplicagdo.

Uma empresa possui 3 filiais: a filial 1,
a filial 2 e a filial 3. Ela comprou camisas
para o uniforme de seus funcionarios nos
tamanhos P, M e G. Se representarmos o
tamanho P pelo numero 1, M pelo nume-
ro 2 e G pelo numero 3 teremos que, na
matriz abaixo, cada elemento a, repre-
senta o numero de camisas tamanho i
que a filial j comprou.

9 73
6 8 4
4 6 7

Se cada camisa custa R$ 7,00, quanto
gastou a filial que gastou mais?
a) R$ 133,00
b) R$ 126,00
¢) R$ 119,00
d) R$ 147,00
e) R$ 161,00

@ :011leqen

Como pode cair o

NoENEMoe

2) Calculo da matriz inversa

2.1) Inverso de um numero

O conceito de matriz inversa é muito seme-
lhante ao conceito de inverso de um numero.
Vale relembrar que dois niumeros sdo ditos in-
versos quando seu produto é igual a 1. Em ou-
tras palavras, dizemos que o0 niumero a é inver-
so do nimero b se, e somentese,a.b=1.
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Exemplo:
Os numeros 2/3 e 3/2 s@o inversos pois 2/3 .
3/2=1.

Observacao

O numero 0 ndo tem inverso, pois nao
existe numero real x tal que: 0. x = 1.

2.2) Matriz inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n possui
inversa se, e somente se, existe uma matriz
B,talque A.B=B.A=1,ondel ¢éa matriz
identidade de ordem n.

E muito comum usar a notacdo A-' para in-
dicar a matriz inversa, dessa maneira lemos
A" como “inversa da matriz A",

Exemplo: 52 12
As matrizes A = eB=
3 -1 35
Séo inversas, poisA. B = =2 . T2
3 -1 35

170
( ) Assim, podemos dizer entéio que B=A".
01

2.2.1) Obtencao da matriz inversa

E possivel obter a inversa de uma matriz a
partir da sua definicdo como no exemplo abaixo:

Exemplo:

Obter a inversa da matriz A = B ﬂ

Solucao:

X

Fazemos A" = [z ﬂ Pela definicdo de inverséo

de matrizes devemos ter A. A" = |, ou seja:
32 Xy=10_>3x+223y+2t:70
75|zt 01 7x+5z 7y+5t 01
3x+2z=1
7x+52=0

3y+2t=0
7y +5t=1

5 -2
Portanto, A" = [_7 3}

PRATICANDO

8)Ca|cu|exeysabendoqueE ge[)z( _13}550
matrizes inversas.

10
obtemos @ 8) O produto dos elementos a e
b da primeira matriz é:
a)-2
b) -1
00
d) 1
e)6

9) (CESGRANRIO) Multiplicando GO az) (2 3)

3) Determinantes

Chamamos de determinante da matriz A
um numero real detA que associamos a cada
matriz quadrada. Esse numero é determina-
do como veremos a seguir:

3.1) Determinantes de matrizes
de ordem 2

Considere a matriz ab .
cd

Chamamos de detA o numero obtido pela
expressao a.d-b.c podendo também ser
indicado por:

3 bl pessamaneira temos:
cd
diagonal secundaria
det A= ‘ =ad - bc
C

diagonal principal

Exemplo: 4 2
a) O determinante da matriz A = 3 s é:
4 2

det A= ‘
35

‘ =4.5-3.2=14



3.2) Determinantes de
matrizes de ordem 3

a b c
Considere uma matriz A = ( d e f )
g h i
Chamamos de detA o numero obtido pela
expressao aei + bfg + cdh - ceg - bdi - afh.
Para facilitar o calculo desse determinante,
0 matematico francés Pierre Frederic Sarrus
(1798-1861) criou a regra pratica apresentada
a seguir, conhecida como regra de Sarrus.
1° passo: Repita, a direita do determinan-
te, as duas primeiras colunas e desenhe as
setas representadas abaixo;

2° passo: Multiplique os trés numeros ali-
nhados em cada seta, mantendo o sinal de
cada produto obtido na direcao da diagonal
principal e invertendo o sinal de cada produ-
to obtido na dire¢do da diagonal secundaria.

-gec -hla -idb
‘ d e
aei bfg cdh

3° passo: Some os resultados obtidos.
Exemplo:
Calcule o valor do determinante da matriz:

2 1 3
A={ 1 -1 5
3 1 -2

Solucao:
Repetindo as colunas e efetuando o produto
como descrito acima, obtemos:

9 -10 2

4 15 2

Portanto, temos que detA=4+15+3+9-10
+2 < detA=23.

MATEMATICA

3.3) Propriedades importantes

Dadas duas matrizes quadradas A e B, te-
mos que:

Com base nisso, podemos obter conclu-
sdes importantes como:
a) O determinante da inversa da matriz A.
Jasabemos que A. A" =1, assim temos que:

det(A.A") = detl <> detA.detA"=1
) —
detA.det A’ 1

O detA = 1/detA™

Note que se detA = 0, nao definimos detA-,
dessa maneira a matriz A admite inversa se, e
somente se detA # 0.

b) Considere n € N, qual o valor de det(A")?
Observe que:
det(A")=det (A.A....A) = detA.detA....detA

— |
nvezes nvezes

= (detA)"

Exemplos:

32 1 2
a) Se A = e B= temos que
7 3 34

detA =-5e detB =-2, logo det(A. B) = (-5). (-2)

=10. 3 2

b) A matriz A = possui determinante
7 3

detA=3.3-2.7=9-14=-5. Sua matriz inversa
possui determinante detA™" = 1/detA = -1/5.

PRATICANDO

10) Sendo A e B matrizes quadradas da mes-
ma ordem tal que det A = 6 e det (AB) = 15,
calcular detB.

EM3MATO09
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11) Determine os valores de x que satisfazem

1T x 2
aequagado |-2 x -4 | =0
1T -3 -x

@ MATO0040

12) (UFRJ) Os nUmeros reais a, b, c e d for-
mam, nesta ordem, uma progressao aritmé-
tica. Calcule o determinante da matriz.

e? eb
ec ed

4) Sistemas de equacoes
lineares

Um sistema de equacOes é formado por
duas ou mais equacgdes e sua solucao é for-
mada por numeros que, ao substituirem a in-
cognita, satisfazem todas as equacgdes.

, { x+y=5

Exemplo: No sistema

x-y=1

ambas as equacgbes s@o satisfeitas para x =
3ey=2

Analisemos entdo, os principais métodos
de solucdo de sistemas de equacdes de duas
incognitas.

4.1) Métodos de solugdes de
um sistema linear

4.1.1) Método de substituicao

Isolamos uma das variaveis em uma das
equacdes e em seguida substituimos essa ex-
pressao na outra equagao.

_ {x +3y=5

Exemplo: Resolver o sistema:

5-y=9

Solucao:

Na primeira equagdo vamos isolar a incégni-
tax:x=5-3y

Em seguida, na segunda equacgéo, substitui-
mos x por 5 - 3y:

10

55-3y)-y=9c25-15y-y=9« 16y =
16y=1

Substituindo o valor de y na expresséo obtida
parax:x=5-3.1=2

Portanto a solugéo do sistema sera x =2 ey
=TouS=A{2 1)}

4.1.2) Método da adicao

Deve-se multiplicar as equacbes por va-
lores adequados de forma a simplificar uma
das variaveis por adicdo das duas equacdes.

x+3y=5

Exemplo: Resolver o s/stema:{
5x-y=9
Solucao:
Analisando as equacgbes notamos que de-
vemos multiplicar a segunda equacdo por (3)
e assim obter um novo sistema equivalente ao

primeiro:

x+3y=5
15x -3y =27

Somando as duas equacbes temos: 16x =27 + 5 =
32 x=2

O valor de x deve ser substituido em uma das equa-
¢Oes para obterovalordey:2+3y=5 < y=1.

Portanto a solugdio do sistemaserd x=2ey = 1.

PRATICANDO

13) Lucia comeu 2 sanduiches e tomou um
suco e gastou R$ 10,60. Se o preco de um san-
duiche e um suco é R$6,40, qual o preco de 1
sanduiche?

14) (UFF) Em uma loja, Pedro comprou duas
calcas e nove camisas, pagando R$ 451,00
no total. Paulo foi a mesma loja e pagou R$
207,00 por uma calca e quatro camisas. Joao
comprou, na mesma loja, trés calcas e nove
camisas. Sabendo que cada cal¢a foi vendi-
da por x reais e cada camisa foi vendida por
y reais, é correto afirmar que Jodo pagou R$
500,007 Justifique sua resposta.



4.2) Sistemas de trés equacoes
lineares

Operamos da mesma maneira. Utilizando
o0 método da adicao, também chamado de
escalonamento, em geral toma-se uma equa-
¢do para anular um mesmo coeficiente das
outras duas, e assim obter um sistema 2 x 2.
Exemplo: Resolva

X+2y+z=3

a)< 2x-3y-z=4

3x-y-2z=1
Observemos que facilmente podemos elimi-

nar a incoégnita z utilizando a 1° linha. Basta to-
marmos L, + L, que obtemos:

X+2y+z=3
=+

2x-3y-2=4

3x-y= 7
el,+2.L, que obtemos,
3x-y-2z=1
2X+4y+22=6
5x+ 3y = 7

donde concluimos que x = 1.

, ) 3x-y=7
Dai temos o sistema , que ao to-

marmos L+ 3L, temos: \ X+ 3y =7
Ix-3y=21 +
5+ 3y=7
14x = 28

ou ainda, x = 2 e assim, y = -1. Ao substituir x
+2y+7z=3->2+2.(-1)+z2=3 < z=3. Portanto
a solugdo do sistema éx=2,y=-1ez=3.

Portanto a solugdo do sistema éx=2,y=-1e
zZ=3.

PRATICANDO

15) Em uma padaria, ao comprar um bom-
bom, um refrigerante e um sorvete, tem-se
um custo total de R$ 7,00. Ao comprar dois
bombons, um refrigerante e dois sorvetes,

MATEMATICA

tem-se um total de R$ 12,00. Ao comprar trés
bombons, 5 refrigerantes e um sorvete, tem-
-se um total de R$ 17,00. Determine o preco
da cada um desses itens, bombom, refrige-
rante e sorvete.

16) (UFF) Um dos textos chineses mais anti-
gos é o I-King, ou livro das permutacdes. Nele
aparece um diagrama numeérico “lo-shu”, co-
nhecido como “quadrado magico”. A soma
dos elementos de cada linha, de cada coluna
e de cada diagonal é a mesma.

Considere o quadrado magico representa-
do a seguir:

3X | z
X | 517y
4z |y | 6

Calcule os valores de x, y e z.

4.3) Classificacao de um
sistema linear

Um sistema linear é classificado de acor-
do com o numero de solu¢des que ele tem.
Ele pode ser: sistema possivel e determinado
(SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI)
ou sistema impossivel.

4.3.1) Sistema possivel e determi-
nado (SPD)

E todo sistema linear que apresenta uma
Unica solucao.
x+y=10

Exemplo:
X-2y=4

Esse sistema apresenta uma unica solugéo
que é o par ,ou seja x=8ey=2.

4.3.2) Sistema possivel e
indeterminado (SPI)

E todo sistema linear que apresenta mais
de uma solucao.
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x+y=5
Exemplo:
2x+2y=10

Esse sistema apresenta mais de uma solu¢do:
(5,0); (1, 4); (3, 2) etc.

Observacao

Se um sistema linear admite mais de uma
solucdo, entdo ele admite infinitas solucdes.

4.3.3) Sistema impossivel (SlI)

E todo sistema linear que ndo admite solucio.
x+y=10
2x+2y=13

Note que nenhuma solucdo da primeira
equacdo € também solucdo da segunda.

Exemplo:{

4.4) Discussao de sistemas
Considere o sistema de equacdes a seguir:

ax+by=c

Ax+By=C

Dessa maneira, ao observar os coeficien-

tes das incégnitas, podemos concluir que:
l) Sistema possivel e determinado

a b

_— —

A B

Uma dnica solucdo
Retas concorrentes

Exemplo:{

] L=
concorrentes

Il) Sistema possivel e indeterminado

12

Infinitas solu¢bes
Retas coincidentes

A

~ >
coincidentes

[) Sistema impossivel

a b @
_ —  —
A B C
Nenhuma solu¢ao

Retas paralelas

A

77 >
paralelas

Exemplo:
Classifique os sistemas a seguir:

2x+6y=9
a)
-3x -9y =-11
Solucgdo:
Relacionando os coeficientes das equagdes,
temos:
2 6 9

Logo, o sistema é impossivel.

E?(em'plo:. 2x-y=10
b) Discutir o sistema
-2x+y=-10

Solucao:
Relacionando os coeficientes das equacdes,
temos:

2 -1 10

Logo, o sistema é possivel indeterminado.



PRATICANDO

+ 4y = g2
17)(ESPM)Osistema{aX y=a

X+ay=-2

em x ey, é possivel e indeterminado se, e
somente se:

MATEMATICA

a)a#-2
b)a=#2
a=+2
da=-2
e)a=2

Qual a cidade mais violenta do Brasil?

Quais os valores que tém norteado as diferentes praticas

sociais?

Da para dizer que duas cidades disputam esse titulo infeliz:

a pequenaJuruena, no Mato Grosso, e Serra, um dos maiores
municipios do Espirito Santo. Nas estatisticas, Juruena seria a
mais violenta: ela tem um indice de 139,7 pessoas assassinadas

por ano para cada 100 mil habitantes. O problema dessa estatis-
tica é que o numero-base de 100 mil habitantes (usado em pes-
quisas mundiais) pode gerar distor¢des em municipios como Ju-
ruena, que tem apenas 6 mil moradores. Quer saber mais sobre
o tema? Entdo, visite a nossa pagina www.4newsmagazine.com.br.

#violencianao#educacaoeasolucao

APROFUNDANDO

18) (UNICAMP) Em uma matriz, chamam-se
elementos internos aqueles que ndo perten-
cem a primeira nem a ultima linha ou coluna.
O numero de elementos internos em uma
matriz com 5 linhas e 6 colunas é igual a:
a)12 )16

b) 15 d) 20

19) (IFPE) Rodrigo, Otavio e Ronaldo gostam
muito de comida japonesa e sairam para co-
mer temaki, também conhecido como sushi

enrolado a mao, cujo o formato lembra o de
um cone. Foram, entdo, visitando varios res-
taurantes, tanto no sabado quanto no domin-

go. As matrizes a seguir resumem quantos te-
makis cada um consumiu e como a despesa
foi dividida:

320 230
S=1112(eP=|0 2 1
032 102

S refere-se as quantidades de temakis de sa-
bado e D as de domingo. Cada elemento a,
nos da o numero de cones que a pessoa i pa-
gou para a pessoa j sendo Rodrigo o niumero
1, Otavio, o numero 2 e Ronaldo, o numero
3 ((aij) representa o elemento da linha i e da
coluna j de cada matriz).

Assim, por exemplo, no sabado, Rodrigo
pagou 3 temakis que ele proprio consumiu
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(a,,), 2 temakis consumidos por Otavio (a,,) e
nenhum por Ronaldo (a,,) que corresponde a
primeira linha da matriz S. Quantos temakis
Otavio ficou devendo para Rodrigo neste fim
de semana?

a) nenhum

b) 1

Q)2

d)3

e 4

20) (UFRJ) Ha 5 senadores designados para
uma Comissdo Parlamentar de Inquérito. Eles
devem escolher entre si um presidente para a
Comissao, sendo que cada senador pode vo-
tar em até 3 nomes. Realizada a vota¢do onde
cada um deles recebeu um nimero de 1 a 5,
os votos foram tabulados na matriz A = (aij),
abaixo indicada. Na matriz A, cada elemento
a, éigual a 1(um), seivotouemj; e éiguala0
(zero), caso contrario.

>
]

- O oo -

oo -0 0o

oo -~ -0

SR e T

1
1
0
0
0

Responda, justificando:
a) Qual é o candidato mais votado?
b) Quantos candidatos votaram em si mesmos?

21) (UFRJ) Em uma cidade, ha trés revistas de
noticiario semanal: 1, 2, 3. Na matriz A=(a,)
abaixo, o elemento a; representa a proba-
bilidade de um assinante trocar a assina-
tura da revista i para a revista j, na época
da renovacao.

0,6 01 0,3

A=101 0,7 0,2

04 02 04
a) Qual é a probabilidade de os assinantes da
revista 2 trocarem de revista quando forem
renovar a assinatura?
b) Quais os leitores menos satisfeitos com a
revista que estao assinando?
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22) (ESPM) Adistribuicdo dos n moradores de
um pequeno prédio de apartamentos € dada

pela matriz.
4 x 5
{ 1 3 vy }
6 y x+1

Onde cada elemento a; representa a quan-
tidade de moradores do apartamento j do
andar i.

Sabe-se que, no 1° andar, moram 3 pesso-
as a mais que no 2° e que os apartamentos de
numero 3 comportam 12 pessoas ao todo. O
valor den é:

a) 30
b) 31
c) 32
d) 33
e) 34

23) (UEG) Tatiana e Tiago comunicam-se entre
si por meio de um codigo proprio dado pela
resolucao do produto entre as matrizes A e
B, ambas de ordem 2 x 2 onde cada letra do
alfabeto corresponde a um numero, isto é, a
=1,b=2,¢c=3, .. z=26. Por exemplo, se a
resolucdo de A . B for igual a:

"I 13‘
1518

Logo a mensagem recebida é amor. Dessa
forma, se a mensagem recebida por Tatiana
foi flor e a matriz:

1 -1

- |

entao a matriz A é:
21
-8 7 _
a) 9 85 ‘
-810 -71
b) _6 6 d) ‘—6 —7‘
-7 11 6 11




24) (UEL) Uma reserva florestal foi dividida
em quadrantes de 1m? de area cada um. Com
o objetivo de saber quantas samambaias ha-
via na reserva, o numero delas foi contado
por quadrante da seguinte forma:

Numero de samambaias Numero de
por quadrante guadrantes
o0 e
1 12
2 7
Az =13 B7.4=|16
4 14
5 6
_6_ L 3 .

O elemento a; da matriz A corresponde ao
elemento b, da matriz B, por exemplo, 8 qua-
drantes contém 0 (zero) samambaia, 12 qua-
drantes contém 1 samambaia.

Assinale a alternativa que apresenta, cor-
retamente, a operacgao efetuada entre as ma-
trizes A e B que resulta no numero total de
samambaias existentes na reserva florestal.

a) Atx B d) At + Bt
b) Bt x A e)A+B
c)AXB

25) (UERJ) Observe a matriz A, quadrada e de
ordem trés.

0,3 047 06
A=1047 06 x
06 x 077

Considere que cada elemento a, dessa ma-
triz € o valor do logaritmo decimal de (i + j).
O valor de x éigual a:
a) 0,50 c) 0,77
b) 0,70 d) 0,87

26) Dadas as matrizes A = [_‘31 1b ﬂ eB=

B _1 8},etaisqueA.Bt=E’2 ﬂ,entéoaeb

valem, respectivamente:

MATEMATICA

a)7e3 d7e4
b)6e4 e)2e?2
6e3

27) (UFPR) Um criador de cdes observou que
as ragdes das marcas A, B, C e D contém di-
ferentes quantidades de trés nutrientes, me-
didos em miligramas por quilograma, como
indicado na primeira matriz abaixo. O criador
decidiu misturar os quatro tipos de racado para
proporcionar um alimento adequado para seus
cdes. A segunda matriz abaixo da os percentu-
ais de cada tipo de racdo nessa mistura.

A B C D percentuais de mistura
nutriente 1 210 370 450 290 A 35%
nutriente 2 340 520 305 485 B 25%
nutriente 3 145 225 190 260 C 30%
D 10%

Quantos miligramas do nutriente 2 estdo
presentes em um quilograma da mistura de

racoes?

a) 389 mg d) 210 mg
b) 330 mg e) 190 mg
c) 280 mg

28) (UEMA) Uma empresa da construgao civil
faz 3 tipos de casa: tipo 1, para casal sem fi-
Ihos; tipo 2, para casal com até 2 filhos e tipo
3, para casal com 3 ou mais filhos. A empresa
de material de construcdo Barateiro Umbizal
fornece ferro, madeira, telha e tijolo, para a
primeira etapa da construcdo, conforme ta-
belas de material e de preco.

Quantidade de material fornecido pela
empresa Barateiro Umbizal
Tipoda| Ferro | Madeira| Telha Tijolo
Casa (feixe) (m3) (milheiro) | (milheiro)
Tipo 1 3 2 2 3
Tipo2 4 4 3 5
Tipo3 5 5 4 6
Preco por Unidade de Material
Fornecido em reais
Feixe de | Madeira Telha Tijolo
ferro (m3) (milheiro) | (milheiro)
500,00 600,00 400,00 300,00

Sabendo que a empresa construira 2,4 e 5
casas dos tipos 1, 2 e 3, respectivamente, o pre-
O unitario de cada tipo de casa e o custo total
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do material fornecido, para esta primeira etapa

de construcdo, pela empresa, em reais, é de:

a)

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Custo total

5.200,00

7.100,00

8.900,00

83.300,00

b)

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Custo total

4.400,00

7.100,00

9.100,00

82.700,00

C)

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Custo total

4.400,00

7.100,00

8.900,00

81.700,00

d)

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Custo total

4.400,00

7.400,00

8.900,00

82.900,00

e)

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Custo total

4.500,00

7.100,00

8.800,00

82.400,00

29) (ENEM) Um aluno registrou as notas bi-
mestrais de algumas de suas disciplinas numa
tabela. Ele observou que as entradas nume-
ricas da tabela formavam uma matriz 4x4, e
que poderia calcular as médias anuais dessas
disciplinas usando produto de matrizes. To-
das as provas possuiam o mesmo peso, e a
tabela que ele conseguiu é mostrada a seguir.

12 bimestre|2° bimestre [ 32 bimestre |4° bimestre
Matematica 59 6,2 4,5 5,5
Portugués 6,6 VA 6,5 9,4
Geografia 8,6 6,8 7,8 9,0
Historia 6,2 5,6 59 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a
matriz obtida a partir da tabela por:

_i_

2

1

= - 2
Y d

| 2222 ] 1

2

[ 11117 1

| 4 4 4 4 | L 2 —

_i_

4

1 1

ol L | 4

1 1

1 4

1

_4—
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30) (UFF) Nos processos de digitalizacao, ima-
gens podem ser representadas por matrizes
cujos elementos sdo os algarismos 0 e 1.

Considere que a matriz linhal=(10100 1)
representa a figura a seguir:

Onde 1 representa “quadrinho” escuro e 0
representa “quadrinho” branco.

Seja X a matriz dada por X = LM, onde M é

a matriz M = (mij) com

m, :{1, se i.+j'= 7

0,sei+j#7,

1<i<6, 1<j<6.

Dessa forma, a matriz X representa a figu-
ra da opgao:
a) | |
b) | |
Q) | |
d)| |
e) | |

31) Calcule os determinantes:
23
410

b)

-4-1‘
2 3

32) Calcule os determinantes:

1T 2 1 5 2 3
al2 15 by 1 3 4
4 3 2 1 4 2
33) Resolva a a equacgao:
1T x 2
-2 x -4
1 -3 -

34) (UERJ) Observe a matriz a seguir.

senx cos?x 1
senx cosx O

sen x 1 1

Resolvendo seu determinante, sera obtido
0 seguinte resultado:
a) 1l C) sen2x
b) sen x d) sen3x



35) (UERJ) Para a realizacdo de um baile, foi
veiculada a seguinte propaganda:

Sexta-feira - 8 de setembro

as 22 horas

ingressos antecipados

DAMAS CAVALHEIROS
R$ 6,00 R$ 8,00

Apés a realizacdo do baile, constatou-se
que 480 pessoas pagaram ingressos, totali-
zando uma arrecadacao de R$ 3.380,00.

Calcule o numero de damas e de cavalhei-
ros que pagaram ingresso nesse baile.

36) (ENEM) Uma barraca de tiro ao alvo de
um parque de diversdes dara um prémio de
R$20,00 ao participante, cada vez que ele
acertar o alvo. Por outro lado, cada vez que
ele errar o alvo devera pagar R$10,00. Nao ha
cobranca inicial para participar do jogo. Um
participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu
R$100,00.

Qual foi o nimero de vezes que esse parti-
Cipante acertou o alvo?

a) 30 d) 60
b) 36 e) 64
c) 50

37) (UERJ) Alilustracao abaixo mostra seis car-
tdes numerados organizados em trés linhas.
Em cada linha, os numeros estdao dispostos
em ordem crescente, da esquerda para a
direita. Em cada cartdo, esta registrado um
numero exatamente igual a diferenca positi-
va dos numeros registrados nos dois cartdes
que estao imediatamente abaixo dele. Por
exemplo, os cartdes 1 e Z estdo imediata-
mente abaixo do cartao X.

1 4 15

Determine os valoresde X, Y e Z.

MATEMATICA

38) (ENEM) Na afericao de um novo semaforo,
0s tempos sdo ajustados de modo que, em
cada ciclo completo (verde-amarelo-verme-
Iho), a luz amarela permaneca acesa por 5
segundos, e o tempo em que a luz verde per-
maneca acesa igual a 2/3 do tempo em que
a luz vermelha fique acesa. A luz verde fica
acesa, em cada ciclo, durante X segundos e
cada ciclo dura 'Y segundos.

Qual a expressdo que representa a relacao
entre XeY?
a)5X-3Y+15=0
b) 5X-2Y+10=0
)3X-3Y+15=0
d)3X-2Y+15=0
e)3X-2Y+10=0

39) (UERJ) Uma familia comprou agua mineral
em embalagens de 20 L, de 10 Le de 2 L. Ao
todo, foram comprados 94 L de agua, com o
custo total de R$65,00. Veja na tabela os pre-
cos da agua por embalagem:

Volume da embalagem (L) | Preco (R$)
20 10,00
10 6,00
2 3,00

Nessa compra, o niumero de embalagens
de 10 L corresponde ao dobro do numero de
embalagens de 20 L, e a quantidade de emba-
lagens de 2 L corresponde a n.

O valor de n € um divisor de:

a)32 Q)77
b) 65 d) 81

40) (UERJ) Um conjunto de 100 copos descar-
taveis, dispostos em um suporte, sera usado
em uma festa.
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Considere, agora, as seguintes informacdes:

- sempre se tenta retirar apenas 1 copo de
cada vez desse suporte;

- quando se tenta retirar 1 copo, e exata-
mente 2 saem juntos, 1 deles é desperdicado;

- quando se tenta retirar 1 copo, e exatamen-
te 3 saem juntos, 2 deles sao desperdicados;

- quando se tenta retirar 1 copo, nunca
saem 4 ou mais de 4 juntos;

- foram retirados todos os copos desse su-
porte, havendo desperdicio de 35% deles;

- arazao entre o numero de vezes em que
foram retirados exatamente 2 copos juntos e
0 numero de vezes em que foram retirados
exatamente 3 juntos foi de 3/2.

O numero de vezes em que apenas 1 copo
foi retirado do suporte € igual a:

a) 30 c) 40
b) 35 d) 45

41) (ENEM) O Indicador do Cad Unico (ICadU-
nico), que compéde o cdlculo do Indice de Gestdo
Descentralizada do Programa Bolsa Familia (IGD),
é obtido por meio da média aritmética entre a
taxa de cobertura qualificada de cadastros (TC) e
a taxa de atualizacéo de cadastros (TA), TC = NV/
NF, TA = NA/NV em que NV é o numero de cadas-
tros domiciliares vdlidos no perfil do Cad Unico, NF
é 0 numero de familias estimadas como publico
alvo do Cad Unico e NA é o nimero de cadastros
domiciliares atualizados no perfil do Cad Unico.
(Portaria n°® 148 de 27 de abril de 2006 [Adaptado])

Suponha que o IcadUnico de um municipio
especifico € 0,6. Porém, dobrando NF o Ica-
dUnico caira para 0,5. Se NA+ NV =3.600, en-
tao NF é igual a:

a) 10.000 d) 4.500
b) 7.500 e) 3.000
) 5.000

42) (UER)) Trés barracas de frutas, B,, B, e B,
sao propriedades de uma mesma empresa.
Suas vendas sao controladas por meio de
uma matriz, na qual cada elemento b, repre-
senta a soma dos valores arrecadados pelas
barracas B, e B, em milhares de reais, ao final
de uma determinado dia de feira.
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x 1,8 3,0
B= [a y 2,0}
d ¢ 7

Calcule, para esse dia, o valor, em reais:
a) arrecadado a mais pela barraca B, em rela-
¢do a barraca B,;
b) arrecadado em conjunto pelas trés barracas.

43) (UFSCar) Uma loja vende trés tipos de
lampada (x, y e z). Ana comprou 3 lampadas
tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z, pagando R$ 42,10
pela compra. Beto comprou 4 Ilampadas tipo
X, 10 tipo y e 1 tipo z, 0 que totalizou R$ 47,30.
Nas condicBes dadas, a compra de trés lampa-
das, sendo uma de cada tipo, custa nessa loja:
a) R$ 30,50

b) R$ 31,40

c) R$ 31,70

d) R$ 32,30

e) R$ 33,20

44) (UERJ) Uma familia deseja organizar todas
as fotos de uma viagem em um album com
determinado numero de paginas, sem sobra
de fotos ou de paginas. Para isso, foram tes-
tados dois critérios de organizacao.

O primeiro critério, que consistia na colo-
cagao de uma unica foto em cada pagina, foi
descartado, uma vez que sobraram 50 fotos.

Com a adocdo do segundo critério, a de
uma unica foto em algumas paginas e de trés
fotos nas demais, ndo sobraram fotos nem
paginas, e o objetivo da familia foi alcancado.

O numero total de paginas em que foram
colocadas trés fotos é igual a:

a) 15 c) 50
b) 25 d) 75

45) (UFRJ) Um buqué contém flores, entre as
quais rosas vermelhas. Se retirarmos todas
as flores de cor vermelha, restardo 14 flores.

Se retirarmos todas as rosas, restarao 17 flo-
res. Se retirarmos todas as flores que ndo sao
vermelhas, restarao 19 flores e, se retirarmos
todas as rosas vermelhas, restardo 26 flores.

Determine o numero de flores desse buqué
e 0 numero de rosas que ndo sao vermelhas.
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DESAFIANDO

46) (CEFET) Cinco amigos A, A,, A,, A,, A, viajaram juntos num fim de semana e, durante a
viagem, as despesas foram divididas igualmente entre eles. Entretanto, para facilitar o troco,
algumas vezes um emprestava dinheiro para o outro.

Considere que nas matrizes S e D abaixo, estdo registrados os valores, em reais, que cada
um emprestou para o outro no sabado e no domingo, respectivamente, sendo que o elemento
da linha e da coluna j representa o que o0 amigo A emprestou ao amigo A, nesse dia, comie j
variandode 1 a 5.

0 4 7 10 2 01 4 2 1
%5 0 11 1 0 0 016 7 10
S={12 5 0 4 8 D={15 8 0 11 0
5 0 2 0 10 0 4 5 0 5
5 13 2 0 18 3 0 4 0

Ao final da viagem, o amigo A4 ainda devia aos demais amigos, em reais, a quantia de:
a)10 d) 41
b) 15 e)72
c) 31

47) Chamamos de autovalor associado a uma matriz A os valores de t tais que det(A - t) = 0,
onde | é a matriz identidade. Considere a matriz:

4 2
35

E determine:
a) AmatrizA-t
b) Os autovalores de A.

48) (UPE) Em uma floricultura, é possivel montar arranjos diferentes com rosas, lirios e marga-
ridas. Um arranjo com 4 margaridas, 2 lirios e 3 rosas custa 42 reais. No entanto, se o arranjo
tiver uma margarida, 2 lirios e uma rosa, ele custa 20 reais. Entretanto, se o arranjo tiver 2
margaridas, 4 lirios e uma rosa, custara 32 reais. Nessa floricultura, quanto custara um arranjo
simples, com uma margarida, um lirio e uma rosa?

a) 5 reais d) 15 reais
b) 8 reais e) 24 reais
c) 10 reais

(<))
2
<
=
m
=
w
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RESUMINDO

+ Chama-se matriz do tipo m x n (lemos “m por n") toda tabela de nimeros dispostos
em m linhas e n colunas;

Nas matrizes quadradas temos a diagonal principal e a diagonal secundaria;

diagonal secundaria

diagonal principal

* O produto de A por B € a matriz C, onde cada elemento ¢, € o produto da linha i da

matriz A pela coluna j da matriz B. Para existir o produto A . B, o nimero de colunas de
A deve ser igual ao numero de linhas de B (A B =(AB)

mxn * T nxp

mxp)
Uma matriz quadrada A de ordem possui inversa se, e somente se, existe uma
matriz B, talque A.B=B.A=1i

+ Célculo de determinantes:
Matrizes 2x2

diagonal secundaria
=ad-cd

diagonal principal
Matrizes 3x3

-gec -hla -idb

aei  bfg cdh
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L()GICA,E PROBLEMAS DE
RACIOCINIO

ok /00O NGO~
(TG NN

(0]
NS

!

7
B4
B5
B9
B-3-
4
9
2
8
4
7
9
8
9
9
4
1
5

N NNO

N

u""[
]
o0
o N
Aoiooq q@uu_
e,
(4]
BOIRNUIRONO
N

(&
NOIN= =

NOBN

Ol 5 0,
a

NON= LN
A
NOb
=

(]

o ©
5
o
»
)
|
B DOLE QNN NOROIT0A 00 HNOI0 G S

=
o8

L, ) - -7

VAR 6 LA AT

(Disponivel em: www.istockphoto.com/br.
Acesso em: marco de 2017)

Objetivos de aprendizagem:

 Elaborar um modelo que estruture o raciocinio de
forma logica, através de proposicdes;

+ Utilizar conectivos para encadear proposicdes;

* Estabelecer a tabela-verdade para analisar a l6gica
matematica;

« Conhecer e aplicar conceitos de negacdo, equiva-
[éncia e a estrutura condicional;

* Resolver problemas de I6gica matematica e ques-
tdes de raciocinio matematico simples.



LOGICA E PROBLEMAS DE RACIOCINIO

Vestibulares atuais

Ndo somente nos vestibulares atuais, mas
nos concursos publicos em geral, é cada vez
mais comum, questdes que dependem ape-
nas do raciocinio légico do aluno, isto &, ques-
tdes que nao exigem formulas decoradas
para sua resolucao, e sim, a capacidade do
candidato de interpretar e organizar informa-
¢Oes, para a partir dai, chegar a conclusdes
l6gicas. E é isso que nds faremos aqui.

(Disponivel em: http://tvj1.com.br/nacionais/noticias/
nao-existe-improviso-no-enem-diz-presidente-do-
inep.html. Acesso em: marco de 2017)

Assim, ao final das trocas a pessoa teria rece-
bido o equivalente a 12 + 1 = 13 de refrigerante.

1) Questoes de raciocinio

A seguir, mostraremos como resolver algu-

mas questdes de raciocinio logico.

Exemplo:

(UERJ) Uma campanha de supermercado per-
mite a troca de oito garrafas vazias, de qualquer
volume, por uma garrafa de litro cheia de gua-
rana. Considere uma pessoa que, tendo 96 gar-
rafas vazias, fez todas as trocas possiveis. Apos
esvaziar todas as garrafas que ganhou, ela tam-
bém as troca no mesmo supermercado.

Se ndio sdo acrescentadas novas garrafas va-
zZias, o total mdximo de litros de guarand rece-
bidos por essa pessoa em todo o processo de
troca equivale a:

a)12 c) 14
b) 13 d) 15
Resolucao:

A pessoa inicialmente foi até o mercado com 96
garrafas vazias e, a cada 8 vazias trocou por 1 litro
de refrigerante. Logo, 96 + 8 = 12 litros na primeira
troca.

Apds esvaziar as 12 garrafas recebidas, re-
tornou ao mercado e trocou as 12 garrafas por
mais um litro de refrigerante (pois apenas a
cada 8 garrafas vazias é possivel fazer a troca).
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Resposta: Op¢do B

Exemplo:

(ENEM) Um decorador utilizou um tnico
tipo de transformacgéo geométrica para compor
pares de cerdmicas em uma parede. Uma das
composicoes esta representada pelas cerGmicas
indicadas por e ll.

SEES
o A
I [l 11

Utilizando a mesma transformacéo, qual é a
figura que compéde par com a cerGmica indicada
por IlI?

a) d)
.. .A ...
>
b) e)
.. ..4
A O ()
Q) ° 4
..




Resolucao:

Da figura | para a figura Il foi feita a simetria
em relacdo ao eixo horizontal que passa pelo
centro da figura.

Figura | Figura Il
Utilizando-se o mesmo tipo de simetria na fi-
gura lll, obtemos a figura 1V abaixo:

v [ ]

A °
Figura IV

Figura lll
Resposta: Op¢do B

Exemplo:

(VUNESP) As promocgbes “leve 3 e pague 2” co-
muns no comércio, acenam com um desconto,
sobre cada unidade vendida, de:

a) 50/3%
b) 20%

¢) 25%

d) 30%

e) 100/3%

Resolucao:

Suponha que cada unidade custa x. Entdo o
preco de trés produtos sera 3x. Como a promo-
¢bo é leve 3 e pague 2, ao invés de pagar 3x,
serd pago 2x. Fornecendo entdo um desconto de
X sobre o preco total de 3x. Dessa forma, o per-
centual do desconto é equivalente ao percentual
que x representa em relagéo a 3x. Esse percen-
tual é
100 100 1 100

= . = %
300 3 100 3

X
3x

S
3

Resposta: Op¢do E.

Exemplo:

Um tanque tem uma torneira que é capaz
de enché-lo em 3 horas e outra que é capaz de
enché-lo em 4 horas. O ralo é capaz de esvazid-
-lo em 6 horas. Com os trés abertos simultanea-

MATEMATICA

mente, no fim de quanto tempo o tanque estara
cheio.

Resolucao:

A 1% torneira é capaz de enché-lo em 3 horas,
logo em uma hora, ela enche 1/3 do tanque.

A 24 torneira é capaz de enché-lo em 4 horas,
logo em uma hora, ela enche 1/4 do tanque.

O ralo é capaz de esvaziar o tanque em 6 ho-
ras, logo em uma hora ele esvazia 1/6 do tanque.

Juntos, todos abertos, em uma hora a fracéo
do volume ocupado no tanque é:

1/3+1/4-1/6=5/12

Vamos agora usar a propor¢éo:

5/12 — 1 hora = 60 minutos

1712 — 12 minutos

12/12 — 144 minutos

144 minutos = 120 + 24 minutos = 2 horas e
24 minutos.

2
12

+

1
6

1,1
3 4

PRATICANDO

1) Na figura a seguir os sacos de areia pos-
suem 0 mesmo peso e os tijolos sao idénti-
cos. Dessa forma, quanto deve marcar a pe-
sagem na ultima balanca?

2) Maria faz hoje 44 anos e tem dado um
duro danado para sustentar suas trés fi-
Ilhas: Mariana, de 10 anos; Marisa, de 8 anos
e Mara, de 2 anos. Maria decidiu que fara
uma viagem ao Nordeste para visitar seus
pais, no dia do seu aniversario, quando sua
idade for igual a soma das idades de suas
trés filhas. Com que idade, Maria pretende
fazer a viagem?
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3) (ENEM) Uma escola recebeu do governo
uma verba de R$1000,00 para enviar dois ti-
pos de folhetos pelo correio. O diretor da es-
cola pesquisou que tipos de selos deveriam
ser utilizados. Concluiu que, para o primeiro
tipo de folheto, bastava um selo de R$ 0,65
enquanto para folhetos do segundo tipo se-
riam necessarios trés selos, um de R$ 0,65,
um de R$ 0,60 e um de R$ 0,20.

O diretor solicitou que se comprassem
selos de modo que fossem postados exata-
mente 500 folhetos do segundo tipo e uma
quantidade restante de selos que permitisse
o envio do maximo possivel de folhetos do
primeiro tipo. Quantos selos de R$ 0,65 fo-
ram comprados?

a) 476
b) 675
) 923
d) 965
e) 1.538

4) (UERJ) O cbdigo de uma inscricao tem 14
algarismos; dois deles e suas respectivas po-
sicdes estao indicados abaixo.

sl P dsl Tl PPl

Considere que, nesse codigo, a soma de
trés algarismos consecutivos seja sempre
igual a 20. O algarismo representado por x
sera divisor do seguinte nUmero:

a) 49
b) 64
c) 81
d) 125

@ MATO0058

5) (PUC) Qual € o numero minimo de pessoas
que deve haver em um grupo para que se
possa garantir que neste grupo haja pelo me-
nos 5 pessoas nascidas no mesmo més?

a) 16 d) 49
b) 61 e) n.r.a.
c) 60
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6) (ENEM) Um programa de edicdo de ima-
gens possibilita transformar figuras em outras
mais complexas. Deseja-se construir uma nova
figura a partir da original. A nova figura deve
apresentar simetria em relagao ao ponto O.

Figura
original

i/

O

A imagem que representa a nova figura é:

Q
~

L

=2

8
~

[] []

2) Légica

As nocdes de logica servem como base
para fundamentar a Matematica. E uma im-
portante ferramenta para resolu¢ao de di-
versas questdes de raciocinio que sao muito
abordadas em concursos. Estudaremos ago-
ra seus principios basicos.



Como IVIC pode cair no ENEM?
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A saude, além de ser assunto basico da
vida de qualquer ser humano, tem sido foco
de atenc¢do pela crescente busca pela ade-
quacdo a padrfes estéticos impostos pela
sociedade. O IMC, como um dos principais
indices de controle de gordura adotados pe-
los médicos, é amplamente utilizado. E como
sua relagdo com a matematica é estreita, pela
propor¢do de medidas como altura e massa,
deve receber espaco no estudo, juntamente
com outras métricas semelhantes.

(ENEM) A figura apresenta informa-
¢des biométricas de um homem (Dui-
lio) e de uma mulher (Sandra) que estdo
buscando alcancar seu peso ideal a par-
tir das atividades fisicas (corrida). Para
se verificar a escala de obesidade, foi
desenvolvida a formula que permite ve-
rificar o indice de Massa Corporal (IMC).
Esta formula é apresentada como IMC =
m/h2, onde m é a massa em quilogramas
e h é a altura em metros.

O perfil dos novos

corredores
Idade 50 anos Idade 42 anos
Altura 1,88 metro Altura 1,70 metro
Peso 96,4 quilos Peso 84 quilos
Pesoideal | 94,5 quilos Pesoideal | 77 quilos

(Veja. 2008. Edicao 2055 [Adaptado].)

No quadro, é apresentada a Escala de
Indice de Massa Corporal com as respec-
tivas categorias relacionadas aos pesos.

Escala de indice de Massa Corporal
CATEGORIAS IMC (kg/m?)

Desnutricdo Abaixo de 14,5
Peso abaixo do normal 14,5a 20
Peso normal 20a24,9
Sobrepeso 25a299
Obesidade 30a399
Obesidade morbida | Igual ou acimade40

(Nova Escola. n® 172, maio de 2004)

A partir dos dados biométricos de
Duilio e Sandra e da Escala de IMC, o va-
lor IMC e a categoria em que cada uma
das pessoas se posiciona na escala sao:

MATEMATICA

a) Duilio tem o IMC 26,7 e Sandra tem
o IMC 26,6, estando ambos na categoria
de sobrepeso;

b) Duilio tem o IMC 27,3 e Sandra tem
o IMC 29,1, estando ambos na categoria
de sobrepeso;

¢) Duilio tem o IMC 27,3 e Sandra tem o
IMC 26,6, estando ambos na categoria
de sobrepeso;

d) Duilio tem o IMC 25,6, estando na ca-
tegoria de sobrepeso, e Sandra tem o
IMC 24,7, estando na categoria de peso
normal;

e) Duilio tem o IMC 25,1, estando na
categoria de sobrepeso, e Sandra tem o
IMC 22,6, estando na categoria de peso

normal.
ERONEEE] Como pode cair 0

NOENEMoe

2.1) Proposicao

Definiremos proposicdo como toda afir-
macao que pode ser classificada como verda-
deira ou falsa.

Exemplo:

a) O numero 4 é impar;
b)1+1=2
¢) O Brasil estd situado no planeta Terra.

2.2) Negacgao

A partir de uma proposicao p qualquer
sempre podemos construir outra com valor
|6gico contrario ao de p. Essa proposi¢cdo com
valor logico contrario sera chamada de nega-
cdo de p, e simbolizada por ~p.

Dessa forma:

Quando p éverdadeira, ~p é falsa.

Quando p éfalsa, ~p € verdadeira.

Como na tabela a seguir:

P |~P
\'% F
F V
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PRATICANDO Exemplo:
p: 2 € par
7) Anegacdo de x> -2 é: G:2#3
a)x =2 d)x <2 pVqg:2éparou2+3
b) x < -2 e)x<2 Observacao
Qx<-2
Postularemos que, para que a disjuncdo
p V g seja verdadeira, basta que uma das
proposicdes seja verdadeira. Dessa forma,
2.3) Proposigées compostas a disjungdo p V g so serd falsa quando as
duas proposicées forem falsas.
A partir de proposicSes dadas podemos A tabela a seguir nos fornece todas as
. formar novas proposicdes, utilizando alguns possibilidades.
simbolos.

2.3.1) Proposi¢coes compostas por
conectivos

Conectivo A (lé-se “e”)

Colocando o conectivo A entre duas pro-
posi¢des, obtemos uma nova proposi¢ao de-
nominada conjungao, simbolizada porpAq.  2.3.2) Proposi¢oes compostas por

Exemplo: condicionais

p:5>1

qg:5%#8

pANg:5>1e5%8

Condicional “se...entdo...” (simbolo: —)

Colocando o condicional "—" entre duas pro-
posicdes p e g, obtemos uma nova proposi-
cdop — g. (Lé-se: Se p entdo q)

Na condicional “p — q", diz-se que p éo
antecedente e q o consequente.

Postularemos que, a conjuncdo p A q s6 Exemplo:
sera verdadeira quando ambas as proposi- p:2<4
¢cdes p e g forem verdadeiras. Dessa forma, q:4<6
temos a tabela que fornece todas as possi-
bilidades.

Observacao

p—o>Qq2<4—>54<6

o Tens Observacao

Vamos postular que, o condicional p —
q sera falso, somente quando p é verda-
deira e q é falsa.

A seguir temos a tabela que nos fornece
todas as possibilidades.

Conectivo V (lé-se “ou”)

Colocando o conectivo V entre duas pro-
posicBes, obtemos uma nova proposi¢ao de-
nominada disjuncao, simbolizada por p V g.
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Bicondicional “se, e somente se” (sim-
bolo: <)

Colocando o bicondicional " entre duas
proposicdes p e g, obtemos uma nova propo-
sicdo p <> g. (Lé-se: “p se, e somente se, q")

Exemplo:

p:1<3

q:3<7

peq1<33<7

Observacao

Vamos postular que, o bicondicional p < q
sera verdadeiro, somente quando ambas as
proposicées forem verdadeiras.

A seguir temos a tabela que nos fornece
todas as possibilidades.

2.4) Relacao de equivaléncia
(simbolo: <)

Dizemos que duas proposi¢des sao equi-
valentes quando possuem tabelas-verdade
iguais, isto é, quando possuem 0 mesmo va-
lor l6gico.

Uma relacdo de equivaléncia muito impor-

tante é:

A partir dessa relacdo podemos chegar a
conclusdes muito importantes para resolu-
cdo de problemas de logica.

Exemplo:

“Se fizer sol amanhd, entdo nds iremos a
praia”.

Essa proposicdo é equivalente a:

“Se nés ndo fomos a praia, entéo ndo fez sol”.

MATEMATICA

A seguir temos um esquema dessa situag¢ao:

Sol/\ Praia

Chuva N&o praia

Note que, se fomos a praia ndo necessaria-
mente significa que fez sol!

PRATICANDO

8) (UFF) Na cidade litordnea de Loretin, é ri-
gorosamente obedecida a seguinte ordem do
prefeito:

Se nao chover, entdo todos os bares a bei-
ra-mar deverao ser abertos.

Pode-se afirmar que:
a) se todos os bares a beira-mar estao aber-
tos, entdo choveu;
b) se todos os bares a beira-mar estdo aber-
tos, entdo ndo choveu;
¢) se choveu, entdo todos os bares a beira-
-mar nao estdo abertos;
d) se choveu, entdo todos os bares a beira-
-mar estdo abertos;
e) seum bar a beira-mar ndo esta aberto, en-
tao choveu.

@ MAT0060

9) Cada um dos cartdes abaixo tem de um
[ado um ndmero e do outro lado uma letra.

A B 2 3

Alguém afirmou que todos os cartdes que
tém uma vogal numa face tém um numero
par na outra. Para verificar se tal afirmacao
é verdadeira:

a) é necessario virar todos os cartoes;

b) é suficiente virar os dois primeiros cartdes;
c) é suficiente virar os dois ultimos cartdes;
d) é suficiente virar os dois cartdes do meio;
e) é suficiente virar o primeiro e o Ultimo cartao.
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2.5) Negacao de proposicoes
compostas

Faremos agora, a negac¢do de algumas pro-
posicdes compostas.

Considere duas proposicées p e q.

A partir das tabelas-verdade da proposi-
¢do ~(p A q) e da proposicdo ~p V ~q, temos
que ~(p A ) <> ~p V ~q. Assim, podemos es-
tabelecer que a negacdodep Aqé~pV ~q.

De forma analoga, temos que:

Anegacdode pVgé~pA~q

Anegacdodep—>q épA~q

Podemos escrever tais negac¢des da se-
guinte forma:

Exemplos:

a) ProposicGo: a#0 e b épar
Negacéo: a =0 ou b éimpar

b) Proposicéo: Se a divide b, entdo a divide c.
Negacéo: a divide b e a néo divide c.

PRATICANDO

10) Anegacao de “hoje é segunda-feira e ama-
nha nao chovera” é:

a) hoje ndo é segunda-feira e amanha choverg;
b) hoje ndo é segunda-feira ou amanha choverg;

c) hoje ndo é segunda-feira, entdo amanha
chover3;

d) hoje ndao é segunda-feira nem amanha
chover3;

e) hoje é segunda-feira ou amanha chovera.

11) (UFRJ) Jodo nao estudou para a prova de
Matematica; por conta disso, ndo entendeu
0 enunciado da primeira questdo. A questao
era de multipla escolha e tinha as seguintes
opcoes:
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a) O problema tem duas solu¢bes, ambas po-
sitivas.

b) O problema tem duas solu¢des, uma posi-
tiva e outra negativa.

) O problema tem mais de uma solucdo.

d) O problema tem pelo menos uma solucao.
e) O problema tem exatamente uma solucdo
positiva.

Jodo sabia que sé havia uma opc¢do corre-
ta. Ele pensou um pouco e marcou a resposta
certa. Determine a escolha feita por Jodo. Jus-
tifique sua resposta.

' Como conversa entre
amigos pode cair no ENEM?
MATO0059

Em qualquer situagdo em que pesso-
as encontram-se para conversar, é natural
que sejam ditas diversas coisas, sobre qual-
quer assunto. Utilizando no¢des de ldgica,
é possivel transformar a situacdo descrita
em um problema de analise sobre quem
diz verdades ou mentiras, e portanto as no-
¢Bes de operadores légicos e suas respecti-

vas negac¢des sdo importantes de se saber.

Em uma roda de amigos, Jorge, Ed-
son e Geraldo contaram fatos sobre suas
namoradas. Sabe-se que Jorge e Edson
mentiram e que Geraldo falou a verdade.

Assinale qual das proposicdes abaixo
é verdadeira.

a) “Se Geraldo mentiu, entdo Jorge falou
a verdade”.

b) “Edson falou a verdade e Geraldo mentiu”.

) “Se Edson mentiu, entdo Jorge falou a
verdade”.

d) “Jorge falou a verdade ou Geraldo
mentiu”.

e) “Edson mentiu e Jorge falou a verdade”.

Como pode cair o

TRIIEG[ES)

NOENEMS
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Como organizar as finan¢as em
caso de desemprego?

Ndo é recomendado depender somente da resciséo em
tempos de crise

Ha 10,4 milhdes de desempregados no Brasil atualmen-

te, segundo dados do IBGE. Pela situa¢ao econémica do pais,
€ possivel que esse nuimero ndo diminua
significativamente tao cedo. Para piorar, é praticamente con-
senso entre especialistas que os brasileiros tém uma educagao

tos de dificuldade e desemprego. Saiba mais em nosso portal

www.4newsmagazine.com.br.
#educacaofinanceira#cadeagrana

APROFUNDANDO

12) (ENEM) Uma made recorreu a bula para ve-
rificar a dosagem de um remédio que preci-
sava dar a seu filho. Na bula, recomendava-se
a seguinte dosagem: 5 gotas para cada 2 kg
de massa corporal a cada 8 horas.

Se a made ministrou corretamente 30 gotas
do remédio a seu filho a cada 8 horas, entdo
a massa corporal dele é de:

a) 12kg
b) 16kg
C) 24kg
d) 36kg
e) 75kg

13) (UERJ) Em uma atividade escolar, qualquer
numero X, inteiro e positivo, € submetido aos
procedimentos matematicos descritos abai-
X0, quantas vezes forem necessarias, até que
se obtenha como resultado final o numero 1.

Se X € multiplo de 3, deve-se dividi-lo por 3.
Se X nao é divisivel por 3, deve-se calcular X - 1.

A partir de X = 11, por exemplo, os proce-
dimentos sao aplicados quatro vezes. Veja a
sequéncia dos resultados obtidos:

10 9 3 1

Iniciando-se com X =43, o numero de vezes
que os procedimentos sao utilizados é igual a:
a)7
b) 8
Q9
d) 10

14) (ENEM) Um armazém recebe sacos de
acucar de 24 kg para que sejam empacota-
dos em embalagens menores. O Unico objeto
disponivel para pesagem é uma balanca de 2
pratos, sem 0s pesos metalicos.

é@.&\,
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Realizando uma Unica pesagem, é possivel
montar pacotes de:

a) 3kg d) 8kg
b) 4kg e) 12kg
C) bkg

15) (ENEM) Realizando exatamente duas pe-
sagens, 0s pacotes que podem ser feitos sao
os de:

a) 3kg e 6kg

b) 3kg, 6kg e 12kg

) 6kg, 12kg e 18kg

d) 4kg e 8kg

e) 4kg, 6kg e 8kg

16) (ENEM) A loja Telas & Molduras cobra 20
reais por metro quadrado de tela, 15 reais por
metro linear de moldura, mais uma taxa fixa
de entrega de 10 reais. Uma artista plastica
precisa encomendar telas e molduras a essa
loja, suficientes para 8 quadros retangulares
(25 cm x50 cm). Em seguida, fez uma segunda
encomenda, mas agora para 8 quadros retan-
gulares (50 cm x 100 cm). O valor da segunda
encomenda sera:

a) o dobro do valor da primeira encomenda,
porque a altura e a largura dos quadros do-
braram;

b) maior do que o valor da primeira encomen-
da, mas ndo o dobro;

€) a metade do valor da primeira encomenda,
porque a altura e a largura dos quadros do-
braram;

d) menor do que o valor da primeira enco-
menda, mas ndo a metade;

e) igual ao valor da primeira encomenda, por-
que o custo de entrega sera o mesmo.

17) (UER]J) No triangulo desenhado a seguir, os
pequenos circulos deverdo ser preenchidos
com os algarismos significativos 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 € 9, sem repeti-los, de modo que nos
vértices sejam colocados os algarismos 7, 8 e
9, e que a soma dos algarismos dos 4 circulos
em cada lado tenha sempre o mesmo valor.
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Assim a soma seréa:
a) 19 c) 23
b) 21 d) 25

18) (ENEM) O salto triplo é uma modalidade do
atletismo em que o atleta dd um salto em um so
pé, uma passada e um salto, nessa ordem. Sen-
do que o salto com impulsGo em um s6 pé serd
feito de modo que o atleta caia primeiro sobre o
mesmo pé que deu a impulsdo; na passada ele

caira com o outro pé, do qual o salto é realizado.
(Disponivel em: www.cbat.org.br [Adaptado].)

Um atleta da modalidade salto triplo, de-
pois de estudar seus movimentos, percebeu
que, do segundo para o primeiro salto, o alcance
diminuia em 1,2m, e, do terceiro para o segun-
do salto, o alcance diminuia 1,5m. Querendo
atingir a meta de 17,4m nessa prova e consi-
derando os seus estudos, a distancia alcanca-
da no primeiro salto teria de estar entre:

a)4,0me 50m d) 70m e 8,0m
b)5,0m e 6,0m e)8,0me 9,0m
€)6,0me70m

19) (ENEM) A disparidade de volume entre os
planetas é tdo grande que seria possivel colocd-
-los uns dentro dos outros. O planeta Merctrio
é 0 menor de todos. Marte é o segundo menor:
dentro dele cabem trés Mercurios. Terra é o uni-
co com vida: dentro dela cabem sete Martes. Ne-
tuno é o quarto maior: dentro dele cabem 58
Terras. Jupiter é o maior dos planetas: dentro

dele cabem 23 Netunos.
(Revista Veja, Ano 41, n° 25, 25 jun. 2008 [Adaptado].)

Seguindo o raciocinio proposto, quantas
Terras cabem dentro de Jupiter?

a) 406 d) 9.338
b) 1.334 e) 28.014
) 4.002



20) (UERJ) Para saber o dia da semana em
gue uma pessoa nasceu, podem-se utilizar os
procedimentos a seguir.

l) Identifique, na data de nascimento, o dia D
e 0 més M, cada um com dois algarismos, e o
ano A, com quatro algarismos.

[I) Determine o numero N de dias decorridos
de 1° de janeiro até D/M.

[I) Calcule Y, que representa o maior valor in-

teiro que ndo supera A-T

IV) CalculeasomaS=A+N+Y.

V) Obtenha X, que corresponde ao resto da
divisdo de S por 7.

V1) Conhecendo X, consulte a tabela:

X | Dia da semana correspondente
0 sexta-feira

1 sabado

2 domingo

3 segunda-feira

4 terca-feira

5 quarta-feira

6 quinta-feira

O dia da semana referente a um nascimen-
to ocorrido em 16/05/1963 é:
a) domingo;
b) segunda-feira;
) quarta-feira;
d) quinta-feira.

21) (ENEM) Um maquinista de trem ganha R$
100,00 por viagem e s pode viajar a cada 4
dias. Ele ganha somente se fizer a viagem e
sabe que estara de férias de 1° a 10 de junho,
quando ndo podera viajar. Sua primeira via-
gem ocorreu no dia primeiro de janeiro. Con-
sidere que o ano tem 365 dias.

Se 0 maquinista quiser ganhar o maximo
possivel, quantas viagens precisara fazer?
a) 37 d) 89
b) 51 e) 91
c) 88

MATEMATICA

22) (ENEM) Gangorra é um brinquedo que
consiste de uma tabua longa e estreita equi-
librada e fixada no seu ponto central (piv0).
Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se
nas extremidades e, alternadamente, impul-
sionam-se para cima, fazendo descer a ex-
tremidade oposta, realizando, assim, o0 movi-
mento da gangorra.

Considere a gangorra representada na fi-
gura, em que os pontos A e B sdo equidistan-

tes do pivé:
B

Pivd

A projecdo ortogonal da trajetéria dos pon-
tos A e B, sobre o plano do chdo da gangorra,
quando esta se encontra em movimento, é:

a) ° PY d)
. ; | |
A B
b) =R B

C) < > A B
A B

23) (ENEM) Num projeto da parte elétrica de
um edificio residencial a ser construido, consta
que as tomadas deverao ser colocadas a 0,20 m
acima do piso, enquanto os interruptores de luz
deverdo ser colocados a 1,47m acima do piso. Um
cadeirante, potencial comprador de um aparta-
mento desse edificio, ao ver tais medidas, alerta
para o fato de que elas ndo contemplarao suas
necessidades. Os referenciais de alturas (em me-
tros) para atividades que ndo exigem o uso de for-
¢a sao mostrados na figura seguinte.
1,35 maximo
1,20

1,00

180} confortavel

,0,40 minimo
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Uma proposta substitutiva, relativa as al-
turas de tomadas e interruptores, respectiva-
mente, que atenderad aquele potencial com-
prador é:
a)0,20m e 1,45m
b) 0,20m e 1,40m
) 0,25me 1,35m
d)0,25m e 1,30m
e)0,45me 1,20m

24) (UERJ) Uma farmacia recebeu 15 frascos
de um remédio. De acordo com os roétulos,
cada frasco contém 200 comprimidos, e cada
comprimido tem massa igual a 20mg. Admita
gue um dos frascos contenha a quantidade
indicada de comprimidos, mas que cada um
destes comprimidos tenha 30 mg. Para iden-
tificar esse frasco, cujo rétulo esta errado,
sao utilizados os seguintes procedimentos:

* numeram-se os frascos de 1 a 15;

* retira-se de cada frasco a quantidade de
comprimidos correspondente a sua numeracao;

+ verifica-se, usando uma balanca, que
a massa total dos comprimidos retirados é
igual a 2540 mg.

A numeracao do frasco que contém os com-
primidos mais pesados é:
a)12 )14
b) 13 d) 15

25) A negacdo da proposicdo x € (A U B) é:
a)X e (AN B)

b)x ¢ Aoux ¢ B

OOxeAexegB

d)x ¢ Aoux eB

e)xegAexegB

26) Raul e Cida formam um estranho casal.
Raul mente as 42, 53 e 62 feiras, dizendo a
verdade no resto da semana. Cida mente aos
domingos, as 23 e as 3 feiras, dizendo a ver-
dade nos outros dias.

Certo dia, ambos declararam: “amanha é
dia de mentir”. O dia em que foi feita essa de-
claragao é:

a) terca-feira;
b) quarta-feira;
) sexta-feira;

d) sdbado;
e) domingo.
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27) Se Lucas mentiu, entao ele é culpado. Logo:
a) se Lucas ndo é culpado, entdo ele ndo mentiu;
b) Lucas é culpado;

C) se Lucas ndo mentiu, entdo ele ndo é culpado;
d) Lucas mentiu;

e) se Lucas é culpado, entdo ele mentiu.

28) (UFRRJ) Os quatro cartdes abaixo tém uma
letra numa face e um ndmero inteiro na outra.

I Il 1] v

5 C E 6

Considere a afirmacdo: “Se ha uma vogal
em uma face, entdo ha um numero par na
outra face”. Quais dos cartdes acima devem
ser, necessariamente, virados para que se de-
termine se a afirmagdo acima é verdadeira ou
falsa?
a)lell
b)ll elV
oll,lllelv
d)lelll
e)l,llell

29) Depois de n dias de férias, um estudante
observa que:
I) choveu 7 vezes, de manha ou a tarde;
I1) quando chove de manha, ndo chove a tarde;
I11) houve 5 tardes sem chuva;
IV) houve 6 manhas sem chuva.

Entdo n éigual a:

a)’ d) 11
b) 9 e) n.d.a.
c) 10

30) (UERJ) Rafael comprou 4 passagens aére-
as para dar uma de presente para cada um
de seus quatro netos. Para definir a época em
que irdo viajar, Rafael pediu que cada um dis-
sesse uma frase. Se a frase fosse verdadeira,
0 neto viajaria imediatamente; se fosse falsa,
0 neto so6 viajaria no final do ano. O quadro a
seguir apresenta as frases que cada neto falou:
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NETO | FRASE 31) Dadas as proposicdes:
| Viajarei para a Europa. I) Todas as mulheres sdo boas motoristas;
I Meu voo serd noturno. I1) Algumas mulheres sao boas motoristas;
i Viajarei no final do ano. [1I) Nenhum homem é bom motorista;
W, O Flamengo é o melhor time do V) Todos os homens sdo maus motoristas;
Brasil. V) Pelo menos um homem é mau motorista;
VI) Todos os homens sdo bons motoristas.
A partir das frases ditas, Rafael ndo p6de A proposi¢do que nega VI é:

definir a época da viagem do neto represen-  a) |l

tado pelo seguinte numero: b) Il

a) o) Il

b) Il d) IV

o) I e)V

d) IV

DESAFIANDO

32) (UERJ) As tabelas abaixo mostram os palpites de trés comentaristas esportivos sobre os
resultados de cinco diferentes times de futebol, em cinco partidas a serem realizadas.

Comentarista A Comentarista B Comentarista C
Time Empate | Vitéria | Derrota Time Empate | Vitéria | Derrota Time Empate | Vitéria | Derrota
1 X 1 X 1 X
2 X 2 X 2 X
3 X 3 X 3 X
4 X 4 X 4 X
5 X 5 X 5 X

O resultado de cada time foi acertado por pelo menos dois comentaristas.

Se N,, N, e N_sdo os numeros de palpites certos dos comentaristas A, B e C, a relagao entre
eles pode ser expressa por:
a)N,>N; >N, ) N,=N_;>N_
b)N, >N, =N, d) N,= N, = N

33) Se Beto briga com Gléria, entdo Gloria vai ao cinema. Se Gldria vai ao cinema, entdo Carla fica
em casa. Se Carla fica em casa, entdo Raul briga com Carla. Ora, Raul ndo briga com Carla, logo:

a) Carla ndo fica em casa e Beto ndo briga com Gléria;
b) Carla fica em casa e Gléria vai ao cinema;

¢) Carla ndo fica em casa e Gléria vai ao cinema;

d) Gléria vai ao cinema e Beto briga com Gloria;

e) Gldria ndo vai ao cinema e Beto briga com Gloria.




LOGICA E PROBLEMAS DE RACIOCINIO

EM3MAT10

RESUMINDO
+ Anegacdo de uma proposicdo p € uma proposicdo com sentido contrario, repre-
sentada por ~p, Tabela:

p ~p
\% F
F \'%

p A g representa a proposi¢ao “p e q", tabela:

p

pV grepresenta “p ou q", Tabela:

p — g representa “Se p entdo q", tabela:

p p

p <> g representa ‘p see somente se, g, tabela:

p<q
Vv

=
=
Vv

Uma equivaléncia importante: (p — q) <> (~q = ~p);
Negacbes importantes:
~(PAQ)e~pV-q;
~(pVa) e ~pA-g
~(p—>q) ©pA-~q.




TRIGONOMETRIA: CONCEITOS,
CiRCULO TRIGONOMETRICO E
FUNCOES

(Disponivel em: http://www.istockphoto.
com/br. Acesso em: agosto de 2017)

Objetivos de aprendizagem:

* Estabelecer diferentes medidas de angulos e a re-
lacdo entre elas;

« Compreender os conceitos iniciais de trigonome-
tria a partir de triangulos retangulos;

« Conhecer o circulo trigonométrico e suas principais
propriedades;

« Utilizar o circulo trigonométrico para deduzir va-

lores trigonométricos para diversos grupos de angulos
notaveis e relacbes trigonométricas fundamentais;

« Analisar algébrica e graficamente equacdes, ine-
quacdes e funcdes trigonomeétricas.
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Monitores multiparamétricos

Seu coracdo vai bem? Essa € uma pergunta que, em geral, ndo nos preocupamos
em responder. Principalmente quando jovens. Mas, estudar o comportamento do
coragao é algo que esta diretamente ligado a expectativa de vida da humanidade.
A evolucdo da medicina caminha de maos dadas com a evolu¢do da matematica e
da tecnologia.

(Disponivel em: http://www.bvnews.com.br/noticia.php?intNotID=6301. Acesso em: agosto de 2017)

Uma ferramenta matematica que auxilia a modelar o comportamento da pres-
sdo sanguinea é a func¢ao trigonométrica. Por ser uma funcdo periddica, se ajusta
muito bem para representar o comportamento do coragao, que € um orgao que
se comporta obedecendo um padrao, um periodo de repeticdo. Estudaremos aqui
o comportamento de tais fun¢des, comecando por suas rela¢des com triangulos.

1) Trigonometria no
triangulo retangulo

No estudo de semelhanca, foi abordado
que, quando temos dois triangulos semelhan-
tes, ABCe A'B'C', independente dos tamanhos
dos triangulos, sempre se verifica que:

Essas razdes que podem ser extraidas nos
triangulos s6 dependem do angulo e nao das
medidas dos lados. Por exemplo, em um tri-
angulo retangulo com um angulo de 30°, a ra-
zao entre o cateto oposto ao angulo de 30° e
a hipotenusa é sempre 1/2, independente do
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tamanho do triangulo (provaremos isso mais
adiante).

Dessa forma, fixado um angulo agudo em
um triangulo retangulo, definiremos trés ra-
z8es que nos ajudardo nas resolucdes de di-
versos problemas.

Considere um tridngulo ABC tal que ABC = a.

Chamaremos de seno de um angulo a ra-
z30 entre o cateto oposto a esse angulo e a hi-
potenusa. Em simbolos, escreveremos sen a.

Chamaremos de cosseno de um angulo a
razao entre o cateto adjacente a esse angulo
e a hipotenusa. Em simbolos, escreveremos
cos a.

Chamaremos de tangente de um angulo a
razdo entre o cateto oposto e o cateto adja-



cente a esse angulo. Em simbolos, escrevere-
mos tg a.
Dessa forma, teremos na figura:

A

_AC
sena —AB

_BC
cosa —AB

AC
a [ tga = —
B c 8% =B

Exemplo:
Observe a figura:

5cm

B 12 cm c

Determine os valores de:
a) sen o
b) cos a
Qtga

Resolucao:

Temos um triGngulo retdngulo de catetos 5
cm e 12 cm, segue do Teorema de Pitdgoras que
AB? = 52 + 122, gssim teremos que a hipotenusa
AB=13cm.

Da defini¢éo de seno, cosseno e tangente, te-
remos:

sena = tgo=

13 13 12

Para um dangulo agudo o qualquer, sempre
teremos:

Além disso, sempre que tivermos dois Gngu-
los a. e B complementares, isto é, o + B = 90°,
teremos:

MATEMATICA

* Isto é, o seno de um Gngulo agudo é igual
ao cosseno do seu complemento.

* A tangente de um angulo agudo é igual ao
inverso da tangente do seu complemento.

De fato, considere o triangulo retGngulo abai-

xo de angulos agudos a. e f.

Das defini¢cbes temos:

C
sena = Sen[3=T
cosa= Cos B = a
b C
tg o= C tgp= b
Notequeﬂzmziztga’ |St0étga= sen o
cos a c/a C cos a

Além disso, verifica-se no triangulo também

quesena=cosPetgo= ! .
tgp

Essas relacbes também podem ser escritas da
seguinte forma:

sen a.=cos(90° - o) e tgo. . tg(90° - o) = 1

2) Angulos notaveis

Os angulos de 30°, 45° e 60° sao chamados de
notaveis pela grande frequéncia que aparecem
nas resolucdes de problemas. Segue aqui a tabe-
la com os valores de suas razdes trigonométricas:

30° 45° 60°
seno € _ﬁ _\/5
2 2 2
cosseno ﬁ N2 | L
2 2
t 3
angente - 1 V3
Demonstracdes:

Considere um triangulo equilatero de lado £.
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Note que AH é altura do triangulo equilate-

a3

ro, logo AH = ——
& 2

Da definicdo de seno, cosseno e tangente, temos:

1300 v2 1
>€ T2
R EY-2REY
cos 30° = =
( 2
e 30 t?2 t 2 1 <3
0= D>TTX T > ==
8 w32 2" 3 V3 3

Como foi abordado em observacdo ante-
rior, sabemos que sen a = cos(90° — o)

Dessa forma, sen 60° = cos 30° logo sen 60° = g

Analogamente, cos 60° = sen 30° logo
cos 60°=1/2

Também foi abordado na observagao an-
terior que a tangente de um angulo agudo é
igual ao inverso da tangente do seu comple-
mento. Dessa forma:

1
tg30°  3/3

3

o= = -
tg 60° = =5 - V3

Parademonstrar asrazdes trigonométricas
do angulo de 45°, vamos utilizar um triangulo
retangulo isosceles, cujos lados congruentes
medem {. Pelo Teorema de Pitagoras, tere-
mos que a hipotenusa desse tridangulo tera
medida V2, como na figura a seguir:
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45°

o

Das definicdes de seno, cosseno e tangen-
te, temos:

a0 12
sen45°0=—— = — = ——
N2 N2 2
¢ 12
C0s45°=—F/— = — = —
N2 N2 2

Como queriamos demonstrar.

Exemplo:
Calcule o valor de x na figura.

10 cm

'_l e0°

Resolucao:

Na figura, x é o cateto adjacente ao dngulo
de 60° e 10 é a hipotenusa. Como estéo envolvi-
dos no problema cateto adjacente e hipotenusa,
usaremos o cosseno. Pela defini¢do de cosseno,
temos cos 60° = x/10. Pela tabela, cos 60° = 1/2

Das duas igualdades, temos:

x_ _ 1
0 = 2

2x=10
x=5cm



PRATICANDO

1) (ENEM) Uma empresa precisa comprar
uma tampa para o seu reservatorio, que tem
a forma de um tronco de cone circular reto,
conforme mostrado na figura.

Considere que a base do reservatorio te-
nha raio Y = 2vV3 m e que sua lateral faca um
angulo de 60° com o solo. Se a altura do re-
servatorio € 12 m, a tampa a ser comprada
devera cobrir uma area de:

a) 12nr m2

b) 1087 m?2

) (12 + 2V3)x m?
d) 300n m?

e) (12 + 2V3)n m2

2) (UFRJ) A figura adiante mostra duas circun-
feréncias que se tangenciam interiormente. A
circunferéncia maior tem centro em O. A me-
nor tem raior=5cm e é tangente a OA e a OB.
Sabendo-se que o angulo AOB mede 60°, calcu-
le a medida do raio R da circunferéncia maior.

Justifique.

MATEMATICA

3) (IFCS) Em uma aula pratica, um professor
do curso técnico de edificacdes do campus
Florianépolis do IFSC, pede para que seus
alunos determinem a altura de um poste que
fica nas instala¢des da instituicdao, porém ha
uma impossibilidade para se chegar tanto ao
topo do poste, bem como sua base. Para re-
alizar tal medida, sdo disponibilizados para
os alunos uma trena (fita métrica) e um teo-
dolito. E realizado o seguinte procedimento:
primeiro crava-se uma estaca no ponto A a x
metros da base do poste e mede-se o angulo
formado entre o topo do poste e o solo, que é
de 60° (sessenta graus); em seguida, afastan-
do-se 10m (dez metros) em linha reta do pon-
to A e cravando uma nova estaca no ponto
B, mede-se novamente o angulo entre o topo
do poste e o solo, que é de 30° (trinta graus).

A partir do procedimento descrito e da fi-
gura abaixo, € CORRETO afirmar que a altura
do poste é de aproximadamente:

=

—=

30° 60°
Bt 10m AL X

Dados: sen 30°=0,5; cos 30°=0,86;
tg 30°=0,58
sen 60° =0,86; cos 60°=0,5; tg 60°= 1,73
a) 8,65m
b) 5m
C) 6,65m
d) 7,65m
e)4m

4) (UNIFESP [Adaptada]) Por razdes técnicas,
um armario de altura 2,5 metros e largura 1,5
metro esta sendo deslocado por um corre-
dor, de altura h metros, na posi¢ao mostrada
pela figura.
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S

-

¥ chdo

Calcule h para o caso em que a = 30°

5) José estava brincando com um Teodolito
(instrumento usado para medir angulos) e ti-
nha em suas maos uma tabela trigonométrica
com os valores de seno e cosseno de 0° a 90°.
Curioso em saber a altura do prédio em que
mora, se posicionou e fez o seguinte esbogo
para fazer os calculos, onde AC representa a
altura do prédio e os pontos B, C e D fazem
parte do chao horizontal.

A

78° F

B 6m C D

José viu que em sua tabela sen 78° =~ 0,98
e que cos 78° = 0,2. Dessa forma, um valor
aproximado para a altura do prédio é:
a)22,4m
b) 26,8 m
) 294 m
d)32,2m
e) 36,8 m
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Como balao atmosférico
pode cair no ENEM?
MAT0095

Ao posicionarmos um baldo atmosfé-
rico no ar, e considerar uma pessoa que
observa esse baldo, claramente ha a possi-
bilidade de traduzir esse contexto para um
problema matematico. A partir da constru-
¢do de triangulos retangulos - geralmente
o angulo formado pela distancia entre o
baldo e o solo -, sera importante saber cal-
cular as razdes trigonométricas, para que
se possa descobrir angulos de visualizagdo,
distancias entre objetos e pessoas etc.

(ENEM) Um baléo atmosférico, lan¢ado
em Bauru (343 quilébmetros a noroeste de
Séo Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu
nesta segunda-feira em Cuiabd Paulista, na
regido de Presidente Prudente, assustando
agricultores da regido. O artefato faz parte
do programa Projeto Hibiscus, desenvolvi-
do por Brasil, Franga, Argentina, Inglaterra
e Itdlia, para a medicéo do comportamento
da camada de ozbnio, e sua descida deu-se
apds o cumprimento do tempo previsto de
medicéo.

(Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.
br. Acesso em: 02 maio 2010.)

Baldo

30°
1,8 km A 3,7 km B

Na data do acontecido, duas pessoas
avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km
da posicdo vertical do baldo e o avistou
sob um angulo de 60°; a outra estava a
5,5 km da posicdo vertical do balao, ali-
nhada com a primeira, e no mesmo senti-
do, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se
encontrava o baldo?

a) 1,8 km
b) 1,9 km
c) 3,1 km

d) 3,7 km
e) 5,5 km

Bl Como pode cair 0

NOENEMe




2.1) Medidas de angulos

No estudo da circunferéncia foi abordado
outra unidade de medida para angulo, o ra-
diano. Na ocasido, estudamos que um angulo
de 180°= n rad. O radiano € uma medida an-
gular que sera muito utilizada em trigonome-
tria. Fagcamos um exercicio de conversao de
angulo para relembrar.

PRATICANDO

6) Faca a conversao dos angulos de grau para
radiano.

a) 135°

b) 60°

7) Faga a conversao dos angulos de radiano
para grau.

a) 2T rad
3

b) -~ rad
2

3) Circunferéncia
trigonométrica

Definiremos como circunferéncia trigono-
métrica a circunferéncia unitaria centrada em
(0, 0). Os eixos coordenados dividem essa cir-
cunferéncia em 4 quadrantes, como apresen-
tado na figura a seguir.

Em grau Em radiano
90°
180° 3eqd ySGO‘ - 2od
270° .

2

Por definicdo, percorrendo a circunferén-
cia no sentido anti-horario, caminha-se no
sentido positivo. Ja o sentido horario é o sen-
tido negativo.

MATEMATICA

3.1) Arcos cdngruos

Sobre a circunferéncia pode-se dar infi-
nitas voltas. Dessa forma, fixado um pon-
to qualquer sobre a circunferéncia, pode-se
passar por ele infinitas vezes. Todos os arcos
com uma extremidade nesse ponto e outra
extremidade na origem, sdo chamados de
arcos congruos. Note que, a diferenca entre
dois arcos cdngruos quaisquer é sempre um
numero multiplo de 360°.

Considere dois arcos congruos quaisquer o
e B. Como foi dito anteriormente, se sdao arcos
cdngruos, entdo a diferenca é um multiplo de
360°. Podemos escrever entao que:

a-B=x.360°« e Z

a=p+x.360°«k e Z

Quando B for o menor numero positivo
possivel, diremos que B é a primeira determi-
nacao positiva do arco a.

A expressao B + « . 360° «x . Z, é chamada
de expressao geral dos arcos a a.

Em radianos a escritafica: B+x.2n, ke Z
(ja que 360° = 2xn rad).

Observacao

+ Note que a primeira determinacdo po-
sitiva € sempre um arco na primeira volta.

+ Alguns textos chamam a primeira de-
terminacgdo positiva de primeira determina-
¢do nao negativa, pois dessa forma, pode-
-se incluir arco de medida zero.

+ Para facilitar a localizacdo e a lingua-
gem, todas as vezes que nos referirmos a
um arco de x graus (ou x radianos), a extre-
midade que ndo é a origem ira designar em
que quadrante esta esse arco.

PRATICANDO

8) Para cada um dos arcos seguintes:
« Dé a primeira determinacdo positiva;
+ Determine em qual quadrante esta a ex-
tremidade desse arco (extremidade que nao
é a origem);
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+ Determine quantas voltas completas foram
dadas para se chegar nessa extremidade;

* Escreva a expressdo geral dos arcos cén-
gruos a esse arco.
a) 780°
b) 1180°
137 rad

6

0

d) -410°

4) Cosseno e seno na
circunferéncia trigonomeétrica

Arcos em graus Arcos em radianos

(0, 1)] g (0,1)

sen
z
(1,0 ALO g, O)K \o“"’]
mw&/sw cos ﬂ'\JZw cos
3n

277°)(0, -1) = (0,-1)

Os valores de cosseno e seno de um arco
serdo obtidos de maneira analoga como é fei-
ta para os valores de x e y no plano cartesia-
no. Na circunferéncia trigonométrica, o eixo
dos cossenos esta sobre o eixo das abscissas
(x), e 0 eixo seno estd sobre o eixo das orde-
nadas (y). Como a circunferéncia é unitaria,
entdo os valores de cosseno e seno sempre
serao no maximo 1, e no minimo -1.

Independente se os arcos estdo escritos
em graus ou em radianos, os valores dos cos-
senos e dos senos nao se alteram.

Exemplo:

Calcule o valor da soma

T T
sen — +cos +cos0-cosmn
2 2
Resolucdo:

Com base na circunferéncia trigonométrica,
temos:

sen%=1,cos%=0,coso=7ec05n=—7

Substituindo, temos que a soma é igual a
1+0+1-(-1) =3
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Observe a figura a seguir:

A sen

Note que, B é a projecdo ortogonal do ponto
P sobre_o eixo dos senos. Dessa forma, o seg-
mento OB representa o seno do arco de 30°.
Dessa forma OB =172,

Da mesma forma, C é a projecéo ortogonal
do ponto P sobre o eixo dos cossenos. Assim, o
segmento OC representa o cosseno de 30°. Logo
0oC =372,

Dessa forma, com as projecées sobre os eixos,
obtém-se os valores dos cossenos e dos senos
na circunferéncia trigonométrica. E importante
salientar que, a circunferéncia trigonométrica
possui raio 1, sendo assim, o valor maximo do
cosseno serd 1, e o valor minimo serd -1. De ma-
neira andloga, o valor mdximo do seno também
é 1 e o valor minimo do seno é -1.

PRATICANDO

9) Calcule o valor da soma sen 0 - cos 2rn +
sen 3n/2 — senm.

10) Bruno e Breno sao dois irmdos loucos por
videogame, e sempre brigam para disputar
guem vai jogar mais tempo. Para acabar com
essa confusao, criaram uma maneira de decidir
quanto tempo cada um ird jogar. Colocaram va-
rios valores de cosseno e seno em pedacinhos
de papéis dentro de uma urna, e cada um ira
retirar cinco desses pedacinhos. O objetivo sera
somar os valores que aparecerem nos papeis.
O resultado da soma sera o numero de parti-
das de 30 minutos que cada um ira jogar.
Breno retirou os pedagos com os seguintes
valores: cos n/2, sen 3rn/2, cos 2w, sen wt e cos 0.
Bruno retirou os pedagos com os seguintes
valores: sen nt/2, cos /2, cos 0, sen 2r e sen 3n/2.



Pode-se afirmar que:
a) Breno jogara 30 minutos a mais do que Bruno;
b) Breno jogara 60 minutos a mais do que Bruno;
¢) Bruno jogara 30 minutos a mais do que Bruno;
d) Bruno jogara 60 minutos a mais do que Bruno;
e) Os dois jogardo tempos iguais.

Como satélite de telecomu-
nicacao pode cair no ENEM?
MAT0096

A 6rbita de um satélite pode ser cobra-
da no ENEM ao ser apresentado um mode-
lo que descreve sua trajetéria em fungdo
do tempo. Essa funcdo, no entanto, pode
ter sua natureza determinada pela prépria
questdo, e na que é apresentada a seguir
foi encontrada uma maneira bastante im-
portante e (til de se aplicar alguns concei-
tos iniciais de circulo trigonométrico.

(ENEM) Um satélite de telecomunica-
¢des, t minutos apds ter atingido sua or-
bita, esta a r quildbmetros de distancia do
centro da Terra. Quando r assume seus
valores maximo e minimo, diz-se que o
satélite atingiu o apogeu e o perigeu, res-
pectivamente. Suponha que, para esse
satélite, o valor de r em funcdo de t seja
dado por:

_ 5865
r(t) =
1+0,15.cos(0,06t)

Um cientista monitora o movimento
desse satélite para controlar o seu afas-
tamento do centro da Terra. Para isso, ele
precisa calcular a soma dos valores der, no
apogeu e no perigeu, representada por S.

O cientista deveria concluir que, perio-
dicamente, S atinge o valor de:

a) 12.765 km
b) 12.000 km
¢) 11.730 km
d) 10.965 km
e) 5.865 km

g :01.1eqeo

Como pode cair 0

NOENEMoe

MATEMATICA

5) Raz6es trigonométricas

No estudo do triangulo retangulo, foi mos-
trado que para um angulo agudo o, tem-se
tg o = sen a / cos a. No estudo da circunfe-
réncia trigonomeétrica, essa igualdade man-
tém-se verdadeira, e estende-se também
para qualquer o real, desde que cos a # 0.

Definiremos também outras trés razdes
trigonométricas:

Cotangente é o inverso da tangente, Se-
cante é o inverso do cosseno e Cossecante é
o inverso do seno.

Dessa forma, para um arco o, podemos es-
crever essas razdes da seguinte forma:

Pode-se também escrever:

Todas as razdes acima sao sempre validas,
desde que o denominador seja diferente de zero.

PRATICANDO

11) Preencha a segunda coluna de acordo
com a primeira.

|)sen n/3 ()12
) cos n/3 ( )V3
) tg n/3 ( V372
IV) cotg n/3 ( )2V3/3
V) sec n/3 ()2
V1) cossec nt/3 ( )V3/3
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6) Sinais do cosseno e do
seno

Como o eixo dos cossenos esta sobre o
eixo das abscissas, é natural que os valores
dos cossenos dos arcos estejam de acordo
com os sinais das abscissas. Dessa forma, o
Cosseno sera positivo no 1° e no 4° quadran-
tes, e sera negativo no 2° e no 4° quadrantes.

Da mesma forma, como o eixo dos senos
esta sobre o eixo das ordenadas, os valores
dos senos estardo de acordo com 0s sinais
das ordenadas, que sdo positivos no 1° e 2°
quadrantes, e negativos no 3° e 4° quadrantes.
Segue abaixo a representac¢do desses sinais.

ol

NIPAN

7) Sinais das razoes
trigonométricas

Como os arcos podem percorrer toda a cir-
cunferéncia trigonométrica, entdao a posicao
do quadrante vai influenciar nos sinais das
razdes trigonomeétricas. Montaremos os qua-
dros de sinais a partir das definicbes dessas
razdes.

7.1) Sinais da tangente

Note que a tangente é a razao entre o seno
e 0 cosseno. Como no 1° quadrante o seno e
0 COSSeno sao positivos, segue que a tangen-
te sera a razdo entre dois valores positivos,
que resultara em um valor positivo. Seguindo
essa mesma ideia determina-se os sinais em
todos os quadrantes.
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7.2) Sinais da cotangente

A determinacdo dos sinais ocorre com o
mesmo raciocinio, usando o fato de que co-
tangente é a razdo entre o0 cosseno e seno.

Note que os sinais da cotangente sdao os
mesmos sinais da tangente. Isso porque,

como foi definido anteriormente, a cotangen-
te € o inverso da tangente.

7.3) Sinais da secante

A secante &, por definicao, o inverso do cos-
seno. Logo tera os mesmos sinais do cosseno.

b
NP

7.4) Sinais da cossecante

Como a cossecante foi definida sendo o in-
verso do seno, os sinais da cossecante serao
0S mesmos sinais do seno.

an
NP




8) Relag¢des fundamentais

A relacao fundamental da trigonometria
nos diz que, para qualquer arco x, tem-se:

Demonstracao:
Considere um arco AP como na figura, cujo
angulo central correspondente mede x.

sen

Sejam B e C, respectivamente, as projecdes
ortogonais do ponto P sobre os eixos do cos-
seno e do seno. Como temos uma circunfe-
réncia trigonométrica, entdo o raio do circulo
é 1. Pelo Teorema de Pitagoras, no triangulo
BOP temos:

%2 + BP2=12

Mas BO = cos x e BP = CO = sen x. Substi-
tuindo na equacgdo anterior, segue:

Como queriamos demonstrar.

A partir dessa igualdade, podemos obter
mais duas igualdades muito Uteis em trigono-
metria.

De fato, se dividirmos toda equacdo por
C0s2 X, teremos:

sen? x COS?X _ 1
COS2X  COS2X  COS%X

Como sen x/cos x = tg x e 1/cos X = sec X,

substituindo temos:

E procedendo de maneira analoga, mas di-
vidindo a igualdade fundamental por sen? x,
obtemos:

MATEMATICA

Exemplo:

Sabendo que sen x = 3/5 e que /2 < X < x,
determine o valor do cos x.

Resolucao:

Da relac@o fundamental, temos que sen? x +
cos?x =1.

Como sen x = 3/5, substituindo da igualdade
teremos,

(3/5)2 + cos2x =1

9/25 + cos?x =1

cos?x =16/25

cosx=zx4/5

Mas como n/2 < x <, temos que 0 Cossenos no
2° quadrante é negativo, logo cos x = -4/5.

9) Linhas trigonométricas
na circunferéncia

9.1) Tangente e secante

Ja foi abordado os eixos que representam
os valores dos cossenos e dos senos na cir-
cunferéncia trigonométrica. Definiremos ago-
ra, o eixo que representa os valores das tan-
gentes, como segue na figura.

]

@)

Na figura, o segmento AP representa
o valor da tangente do arco de medida x.
AO ¢ um raio dessa circunferéncia, logo
AO = 1. Dessa forma, AOP é um tridngulo
retdngulo de catetos AP =tg x e AO =1,
Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

AP2+ AO2= Op2 L

Substituindo os valores de AP e E, te-
mos tg2x + 1 = OP2

Mas ja foi provado anteriormente que:

tgZx+ 1 =sec?x
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Logo, na circunferéncia trigonomeétrica,
OP =secx

Note que, da forma como foi construida,
a tangente de um arco pode assumir qual-
quer valor real. Ja a secante, quando positiva,
sempre tera valor maior do que ou igual a 1.
E quando a secante for negativa, sempre tera
valor menor do que ou igual a -1.

9.2) Cotangente e cossecante

A reta suporte do eixo das cotangentes é
uma reta paralela ao eixo dos cossenos, no
ponto B = (0, 1), como na figura a seguir.

1
B Q cotg

Y

Usando a mesma ideia que foi feita com a
tangente e a secante, temos aqui, que o seg-
mento BQ representa o valor da cotangente
do arco de medida x, e 0 segmento 0Q repre-
senta a cotangente do arco de medida x.

De modo analogo como foi abordado na
observacdo anterior, a cotangente de um
arco pode assumir qualquer valor real. Ja a
cossecante, quando positiva, sempre tera
valor maior do que ou igual a 1. E quando a
cossecante for negativa, sempre tera valor
menor do que ou igual a —1.

PRATICANDO

12) Sabendo que cotg x =2, e t < x < 3n/2, cal-
cule o valor de cossec x.

13) A figura a seguir representa a circunferén-
Cia trigonomeétrica e P € a projecdo ortogonal
do ponto B sobre o eixo das ordenadas.
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Sabendo que OP =V3/2, determine o va-
lor da tangente do arco assinalado que su-
dtende o angulo central AOB.

14) (UFF) Considere o angulo 6 # k/2, k € Z.

Sobre o produto:
senB . cosH . tgh . cotghb . secB . cossecH
Pode-se afirmar que € igual a:

a)

b)V3/2

00

d)-V2/2

e) -1

15) (UFGS) Considerando os valores de 8, para
0s quais a expressao senb/cscO + cosB/secO
é definida, é correto afirmar que ela sempre
esta igual a:

a)

b) 2

c) senB

d) cosB

10) Reducao ao 1° quadrante

O objetivo agora é conseguir calcular os
valores das razdes trigonométricas quando
0s arcos correspondentes ndo estdo no 1°
quadrante. Dessa forma, vamos sempre ten-
tar relacionar o arco dado com um arco do 1°
quadrante, onde estdo os angulos notaveis.

Em geral serdo trés situacdes:



10.1) Redugao do 2° para o
1° quadrante

Considere um ponto P que é a extremida-
de de um arco no 2¢ quadrante. Seja P’ 0 seu
simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas.
Dessa forma, ambos os arcos, AP e AP’ pos-
suem o mesmo valor de seno, como é apre-
sentado na figura. E assim, terdo todas as ou-
tras razdes trigonométricas com 0s mesmos
valores em modulo, isto €, dependendo da
razao trigonométrica, apenas o sinal sera al-

terado.
/vé P
A

>
(o] cos

Exemplo: sen120° = sen60° = V372
cos120°= -cos60° = -1/2
tg120°= -tg60°= -\ 3

10.2) Reducao do 3° para o
1° quadrante

Considere um ponto P que é a extremida-
de de um arco no 32 quadrante. Seja P’ 0 seu
simétrico em relacao a origem do plano car-
tesiano. Dessa forma, ambos os arcos, AP
e AP’ possuem o mesmo valor de cosseno
em modulo, como é apresentado na figura. E
assim, terdo todas as outras razdes trigono-
métricas com os mesmos valores em modulo,
isto é, dependendo da razao trigonométrica,
apenas o sinal sera alterado.

cos

i
P

-
<

MATEMATICA

Exemplo: sen 270° = - sen 30°=-1/2 —
cos 210° = —cos 30° = V3/2
tg 210° = tg 30°=V3/3

10.3) Reducgao do 4° para o
1° quadrante.

Considere um ponto P que é a extremi-
dade de um arco no 4° quadrante. Seja P’ o
seu simétrico em relagao ao eixo das abscis-
sas. Dessa forma, ambos os arcos, AP e AP’
possuem o mesmo valor de cosseno, como é
apresentado na figura. E assim, terdo todas
as outras razdes trigonométricas com os mes-
mos valores em modulo, isto é, dependendo
da razao trigonométrica, apenas o sinal sera
alterado.

j sen

——-..\P'

Exemplo:

sen 300° = - sen 60°=V3/2
cos 300°= cos 60°=1/2

tg 300°=-tg 60°=-V3

PRATICANDO

16) Calcule o valor de cos 240°.

17) Calcule o valor da soma expressao:
271 51 57
cos( 3 )+tg( 7 )—sen( A )
E=
sen o
2
18) Na figura a seguir P e Q sdo pontos sobre

uma circunferéncia trigonométrica de centro
O, e os pontos P, O e Q sdo colineares.
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o

Sabendo que POS = 30°, o valor da razdo
OS/OR é:

11) Adicao e subtracao
de arcos

Em geral, ndo podemos escrever o seno da
soma de dois arcos, como a soma dos senos
desses arcos. Com o cosseno e a tangente,
também ndo. Em situa¢des como essa, preci-
samos das formulas de adi¢do e subtracdo de
arcos que serdo apresentadas a seguir.

11.1) Cosseno

Demonstracao:

Na figura, temos uma circunferéncia trigo-
nomeétrica. Na construcao feita, DG é perpen-
dicular a OE, e CG é perpendicular a AD. Além
disso:

cos(a + b)=0A=0B - OA

48

No triangulo ODG, temos:
cosb=0G/1 > 0G=cosb
senb=DG/1 - DG=senb

No triangulo OBG, temos:

cosa=0B/OG—>0B=cosa.0G=cosa.
cos b.

Note que, AHO = 90° - a = CHG. Dessa for-
ma: HDG = a

Assim, no triangulo CDG teremos:

sena=CG/DG—>CG=sena.DG=sena.
senb

Mas CG = AB, entao AB=sena.senb

Ja sabemos que cos(a+b) = OB - OA. Subs-
tituindo os valores de OB e OA, teremos:

Assim, acabamos de demonstrar a formu-
la da adi¢do para o cosseno. Para a subtracao,
basta trocar na férmula o b por -b.

cos(a+(—b)) = cosa . cos(-b) — sena . sen(-b)

Da reducao de arcos, sabemos que cos(-b)
=cos b esen(-b)=-senb

Substituindo, teremos:

Como queriamos demonstrar.

Exemplo: Calcule o valor de cos15°
Resolugao: cos715° = cos(45°-30°) = cos45° .
c0s30° + sen45° . sen30°

cos75°=\/_3.\/_§+i \/_E
2 2 2 2
cos 15° = @



11.2) Seno

Demonstragao:

No estudo do triangulo retangulo, foi de-
monstrado que sen a = cos(90° - a).

Entdo sen(a + b) = cos(90° - (a + b)) = cos(90°
-a-Db))=cos((90° - a) + (-b))

Mas, da férmula de adicdo para o cosseno,
temos:

cos((90°-a)+(-b)) =
sen(90° - a) . sen(-b)

Da reducao de arcos, temos que cos(-b) =
cosbesen(-b)=-senb

Substituindo, teremos:

sen(a+b)=sena.cosb-cosa.(-senb)

Onde sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa

Como queriamos demonstrar.

cos(90°-a) . cos(-b)-

E de forma analoga como foi feita na for-
mula da diferenca para cosseno, encontra-se
a formula da diferenca para o seno, substi-
tuindo o b por -b.

sen(a-b)=sena.cosb-senb.cosa

Exemplo: Calcule o valor de sen 15°
Resolucgdo: sen15° = sen(45°-30°) = sen45° .
c0s30° - sen30°. cos45°

sen 15° = QE-LQ
2 2 2 2
sen 15° = M
4
11.3) Tangente

MATEMATICA

Faremos a demonstracdo da soma. A de-
monstracao da diferenca fica como exercicio.
Pode-se demonstrar o caso da diferenca de
maneira analoga como foi feita para o cosse-
no e seno.

Demonstragao:

Sabemos que:

sen(a + b)
cos(a + b)
Substituindo as férmulas de adi¢do, temos:

tg(a +b) =

sena.cosb+senb.cosa
cosa.cosb-sena.senb

tg(a + b) =
Dividindo numerador e denominador do
2° membro por cosa . cosb, teremos:

sena.cosb senb.cosa

+
cosa.cosb

senb.sena
cosa.cosb

cosa.cosb

C0Sa.cospo
C0Sa.cosDo

tg(a+b) =

Onde

tga+tghb
1-tga.tghb
Como queriamos demonstrar.

tg(a +b) =

Exemplo: Calcule o valor de tg15°
Resolucao:
tg 60° - tg 45°
1+1tg60°. tg 45°
_N3-1
1+V3.1

Racionalizando o denominador, obtemos:
tg15°=2-V3

PRATICANDO

19) Calcule o valor de sen 75°

tg15° = tg(60° - 45°) =

tg 15° =

20) Huguinho joga um pido que cai sobre uma
circunferéncia trigonométrica exatamente
em cima do ponto P = (1,0). Em seguida o pido
desliza sobre a circunferéncia no sentido ho-
rario percorrendo um arco de 1245° parando
sobre um ponto Q. Determine a abscissa do
ponto Q.
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a) (V6 +V2)/2
b) (V6 —-V2)/2
(V6 +V2)/4
d) (V6 -V2)/4
e)(V6 +V2)/4

21) (UERJ) No esquema abaixo, estdo repre-
sentados um quadrado ABCD e um circulo de
centro P e raio r, tangente as retas AB e BC. O
lado do quadrado mede 3r.

D, C
P
0
A B

A medida 8 do angulo CAP pode ser deter-
minada a partir da seguinte identidade trigo-
nométrica:

tg(a) — tg(p)

9B = T o = t)

O valor da tangente de 6 é igual a:
a) 0,65
b) 0,60
) 0,55
d) 0,50

Como holofote ou farol
pode cair no ENEM?
MAT0097

O movimento das luzes de um farol ou
um holofote pode formar, simplificada-
mente, a figura de um triangulo. Entretan-
to, esse triangulo pode ndo ser retangulo,
0 que torna a questao mais desafiadora.
Portanto, é importante saber os métodos
de determinacdo de seno, cosseno, tan-
gente etc. dos diversos grupos de angulos
notaveis, seja pela soma / subtracdo de
arcos, seja pela utilizacdo do circulo trigo-

nomeétrico.

(UERJ) Um holofote esta situado no
ponto A, a 30 metros de altura, no alto
de uma torre perpendicular ao plano
do chdo. Ele ilumina, em movimento de
“vaivém”, uma parte desse chao, do pon-
to Cao ponto D, alinhados a base B, con-
forme demonstra a figura a seguir:

50

B C D

Se o ponto B dista 20 metros de C e
150 metros de D, a medida do angulo
CAD corresponde a:

a) 75°
b) 60°
) 45°

d) 30°
e) 15°

Como pode cair o

NOENEMe

D :0)eqen

12) Arco duplo

12.1) Cosseno do dobro de um
arco
Considere um arco a qualquer. As trés ma-

neiras mais usuais de se escrever o COsseno
do dobro de um arco sao:

Demonstrac¢des

Sabemos que cos(a+b) = cosa.cos b -sen
a.senb.

Trocando b por a, teremos:

cos(a+ta)=cosa.cosa—-sena.sena

Onde:

cos(2a) = cos? a - sen2a(l)

Como queriamos demonstrar.

Sabemos que sen2a + cos?2a=1-—>sen?a =
1-cosza (ll)

Substituindo (II) em (l), teremos:
cos(2a) = cos?2a —(1 — cos? a)



Onde:
cos(2a) =2 cosza -1
Como queriamos demonstrar.

Procedendo de maneira analoga, prova-se
também que cos(2a)=1-2.sen?a

Exemplo: Admitindo que cos84°=0,1 deter-
mine o valor de cos168°.

Resolucao:

Sabemos que cos(2a) = 2. cos?a — 1

Como cos 84° = 0,1, substituindo teremos:

cos 168° = 2. cos284°-1

cos 168°=2.(0,1)2-1

cos 168°=2.0,01-1

cos 168°=-0,98

12.2) Seno do dobro de
um arco
Considere um arco a qualquer. Entao:

Demonstragao

Da adicao de arcos, sabemos que sen(a +
b)=sena.cosb+senb.cosa

Substituindo b por a, teremos

sen(a+a)=sena.cosa+sena.cosa

Onde sen(2a)=2sen a. cosa

Como queriamos demonstrar.

Exemplo: Sabendo que sena =3/5e 0 <x <
n/2, calcule o valor de sen(2x).

Resolucao:

A férmula de arco duplo para seno é sen(2a)
=2.sena.cosa

Note que, para calcular o sen(2x), precisamos
dos valores de sen x e cos x. Jd temos o valor de
sen x. Vamos procurar o valor do cos x.

Sabemos que sen? x + cos? x =1. Substituindo
o valor do seno, e analisando o quadrante for-
necido, encontraremos cos x = 4/5.

Substituindo na formula do arco duplo tere-
mos:

sen(2x) = 2x.sen x. cos x

sen(2x)=2.3/5.4/5

sen(2x) = 24/25

MATEMATICA

12.3) Tangente do dobro de
um arco

Considere um arco a qualquer. Entdo

Desde que todas as condicBes de existén-
Cia sejam respeitadas.

Pode-se demonstrar essa formula da adi-
cdo de arcos de modo inteiramente analogo
como foi feito para o cosseno e seno. Deixa-
remos como exercicio.

Exemplo: Considere um arco x tal que tg(2x)
= 3. Calcule o valor de tg(4x)

Resolucao:

Como 4x=2.2x

tg(4x) = 2. tg(2x)/[1 - tg4(2x)]

tg(dx) =2 . 3/1-32

tg(4x) = 6/-8

tg(4x)= -3/4

PRATICANDO

22) Utilizando a aproximacdo cos 53° = 0,6,
teremos que o valor de cos 106° é aproxima-
damente:

a)-0,28 d)-0,22
b) -0,26 e) -0,20
c)-0,24

23) (PUC) Sabendo que n < x < 3n/2 e sen (x) =
-1/3, é correto afirmar que sen (2x) é:

a)—2/3

b) -1/6

c)V3/8

d) 1/27

e)V2/9

24) Sabendo que sen x — cos x = 2/3, pode-se
firmar que o valor de sen (2x) é:
a)8/9
b) 7/9
c) 6/9
d) 5/9
e) 4/9
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25) (UFG) Um time de futebol conseguiu um
terreno para construir um centro de treina-
mento. O terreno tem a forma de um trian-
gulo e suas dimensdes sdo apresentadas na
figura a seguir. O terreno esta todo murado,
exceto a parte relativa ao segmento AD, cuja
medida x é desconhecida.
A

30m

o
- C
B |

! 60 m !

Sabendo que no triangulo ABC, CD ¢ bisse-
triz interna do angulo com vértice em C, po-
de-se afirmar que a medida x, do muro AD, é:
a)70 m
b) 60 m
)50 m
d)40m
e)30m

13) Equacoes trigonomeétricas

Sado equacbes que envolvem as razdes tri-
gonomeétricas.

Resolveremos as equacgbes com base na
reducdo ao primeiro quadrante.

13.1) Equacgoes redutiveis a
forma senx=seny

Note os arcos x e 180° - X possuem 0 mes-
mo valor de seno

(180° - x) X

i
N
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Dessa forma, as solu¢des da equagao sen
X =seny sao:

x=y+k.360°0oux=180°-y+k.360°
comkeZ

Exemplo: Resolva a equacdo sen x = 1/2

Resolucao:

Sabemos que sen 30° = 1/2

Entdo essa equagdo pode ser escrita como:

sen x = sen 30°

E como foi visto, teremos:

X =30°+k.360°ou x =180° -30° + k. 360°,
com k inteiro.

S={x e R/x=30°+k.360°0u 150° + k. 360°,
k e Z}

13.2) Equacgoes redutiveis a
forma cos x=cosy

Note 0s arcos x e -x possuem o0 mesmo va-
lor de cosseno.

N

Dessa forma, as solucdes da equagao cos
X = COS Yy sao:
x=y+k.360°0oux=-y+k.360° comkeZ
Que pode ser escrita de forma Unica como
x=xy+k.360° comkeZ

Exemplo: Resolva a equacdio cos x = 1/2

Resolucao:

Sabemos que cos 60° = 1/2

Entdo essa equacgdo pode ser escrita como
Cos x = cos 60°

E como foi visto, teremos

X =+60°+ k. 360° com k inteiro.

S={xeR/X=160°+k.360°k e Z}



13.3) Equacgoes redutiveis a
formatgx=tgy

Note os arcos x e X + 180° possuem 0 mes-
mo valor de tangente.

Dessa forma, as solucdes da equacdo tg x
=tgy sdo:

x=y+k.360°0oux=y+180° + k. 360°
comk e Z.

Que pode ser escrita de forma Unica como

x=y+k.180°% comx e Z

Exemplo: Resolva a equacdo tgx =1
Resolucao:

Sabemos que tg 45° =1

Entdo essa equacg@o pode ser escrita como:
tgx=tg45°

E como foi visto, teremos:

x=45°+k. 180° comk e Z
S={xeR/Xx=45°+k. 180° ke Z}

PRATICANDO

26) Resolva as equacdes trigonométricas em R.
a)senx=-1/2;x e [0,2x]

b) tg x =-1; x € [rn, 2n]

C) 2COS X — V3 =0

d) cosz2x =2 - cos x

e) 2 =V2/sen(3x)

27) (FGV-SP) No intervalo [0, nr], a equacao 8 sex
= 4senx18 gdmite o seguinte numero de raizes:
a)5
b) 4
)3
d) 2
e)1

MATEMATICA

14) Inequacoes trigonomeétricas

Sdo inequag¢des que envolvem as razdes
trigonomeétricas. Suas resolucdes sao base-
adas nas resolucdes das equacdes, mas to-
mando o cuidado, pois agora as solucdes se-
rao na maioria das vezes intervalos reais.
Exemplo: Resolva a inequagéo cos x < V372
comx € [0,27]

Resolugao:

Note que, na primeira volta, cos x = V32
quando x = 30° ou quando x = 330°

Mas queremos os valores dos arcos que tor-
nam cos x <\3/2

t
1 cos
330°

Com base na circunferéncia trigonométrica,
teremos:

S={x e R/30° < x <330°%

Que é equivalente a escrever S = {x € R/n/6
< X < 5n/6}

Note que essa solucdao também pode ser
escrita na forma de intervalo S = [r/6, 57/6]

15) Func¢oes trigonométricas

Sao as funcdes que envolvem as razdes tri-
gonomeétricas

15.1) Fungao seno

E a funcdo f: R — R, tal que f(x) = sen x

Note que, x pode assumir qualquer valor real.
Dessa forma o dominio da funcdo seno é R.

Lembremos também que, os valores do
seno variam de -1 a 1. Dessa forma a imagem
da fun¢ao seno sera o intervalo [-1, 1]

Assim, podemos escrever D(f) =R

Im(f) = [-1, 1]

A figura a seguir mostra o grafico da fun-
¢ao seno.
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y=senx

Observacao

Note que os valores de y se repetem a
cada intervalo de 2xn radianos. Nesse caso
dizemos que a funcdo seno é periodica, e
seu periodo é 2m.

15.2) Funcao cosseno

E afuncdo f: R — R, tal que f(x) = cos x

Note que, x pode assumir qualquer valor
real. Dessa forma o dominio da fungdo cos-
seno éR.

Assim como na fung¢do seno, os valores do
cosseno variam de -1 a 1. Dessa forma a ima-
gem da fung¢do cosseno sera o intervalo [-1,1]

Assim, podemos escrever:

D(f)=R

Im(f) = [-1,1]

A figura a seguir mostra o grafico da fun-
¢dao cosseno.

y=cos X
A

Observacao

vy

Como foi comentado na observacdo an-
terior, assim como a fun¢ao seno, a funcao
cosseno também é periddica, e seu periodo
também é 2r.

15.3) Funcao tangente

Eafuncdo fi{x e R; x # /2 + kn, k € Z} >R,
tal que f(x) = tg x
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Note que, a funcdo tangente sé esta definida
para valores de x tais que x # /2 + kr, k € Z.

Ja os valores de tg x, podem assumir qual-
quer valor real.

Assim, podemos escrever:

Df)={x e R;x#n/2 +kn, k € Z}

Im(f) =R

A figura a seguir mostra o grafico da fun-
¢do tangente.

y=tgx
h

Observacao

Note que os valores da tangente se re-
petem a cada intervalo de & radianos. Des-

sa forma, dizemos que a fun¢ao tangente é
periddica, e seu periodo é x.

- Uma funcgdo do tipo y = sen(cx) tera peri-
odo p = 2n/c

- Note que a funcdo y = sen(cx) sobe até 1
e desce até —1. Multiplicando essa func¢ao por
um numero positivo b, a funcdoy =b . sen(cx)
passara a subir até b, e descera até -b.

- Caso a funcdo y = b . sen(cx) seja adicio-
nada de um numero a, a funcdoy=a+b.sen
(cx) indicara que o grafico dafun¢aoy =b +sem
(cx) subira a unidades quando a for positivo, e
descera a unidades quando a for negativo.

- Com a funcdo cosseno tudo isso ocorre
da mesma forma.

Exemplo: O grdfico a seguir mostra a posi-
¢Go y em fung@o do tempo x de uma particu-
la em movimento harménico descrito por uma
sendide do tipo y = a + b sen(cx). Determine os
valores de a, b e c.



3 - I
r 2n . drx
3 3 3
Resolucao:

”

Como se trata de uma fungéo seno, e o “eixo
do seu grdfico subiu 7 unidades, podemos afir-
mar que a = 7.

Além disso, a partir do 7, o grdfico sobe e des-
ce 4 unidades. Dessa forma b = 4.

Note que, o grdfico nos mostra que o perio-
do da funcéo é 4n/3. Como o periodo da fun¢éo
€ obtido através da formula 2n/c, basta igualar
essas fracbes 2n/c = 4w/3, dai:

4nc =67

3

C=2

PRATICANDO

28) Considere a func¢ao f: R — R, tal que f(x)
= -2+ 20.sen x. Determine o valor de f(n/6).

29) (IFPE) Na cidade de Recife, mesmo que
muito discretamente, devido a pequena lati-
tude em que nos encontramos, percebemos
que, no verao, o dia se estende um pouco mais
emrelacdo a noite e, noinverno, esse fendéme-
no se inverte. Ja em outros lugares do nosso
planeta, devido a grandes latitudes, essa va-
riacdo se da de forma muito mais acentuada. E
0 caso de Ancara, na Turquia, onde a duragao
de luz solar L, em horas, no dia d do ano, ap6s
21 de marco, é dada pela fungao:

27
365 (d-80) :I

L(d)=12+2,8.sen I:

MATEMATICA

Determine, em horas, respectivamente, a
maxima e a minima durag¢ao de luz solar du-
rante um dia em Ancara.
a)12,8e 12
b) 14,8 € 9,2
€)12,8e9,2
d)12e12
e) 14,8 e 12

30) (ENEM) Segundo o Instituto Brasileiro de Ge-
ografia e Estatistica (IBGE), produtos sazonais
séo aqueles que apresentam ciclos bem defi-
nidos de produgéo, consumo e preco. Resumi-
damente, existem épocas do ano em que a sua
disponibilidade nos mercados varejistas ora é
escassa, com precos elevados, ora é abundante,
com pre¢os mais baixos, 0 que ocorre no més de
producdio maxima da safra.

A partir de uma série historica, observou-se
que o preco P, em reais, do quilograma de um
certo produto sazonal pode ser descrito pela

funcéo.
( nXgn )

Onde x representa o més do ano, sendo x =
1 associado ao més de janeiro, x = 2 ao més de
fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 as-

sociado ao més de dezembro.

(Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012
[adaptado])

P(x) = 8 + 5cos

Na safra, o més de produ¢dao maxima des-
se produto é:

a) janeiro; d) julho;
b) abril; e) outubro.
C) junho;

31) Em meio a uma ventania, durante 2r se-
gundos o voo de um objeto foi captado por
um programa de computador, que estipulou
a altura h desse objeto, em metros, em fun-
cdo do tempo t, em segundos, durante sua
trajetdria. A funcao encontrada foi

h(t) =10+ 6. sen(t)

Com base nisso, durante o periodo de ob-
servacao, determine o intervalo de tempo,
em segundos, em que o objeto atingiu altura
superior a 13 metros?
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a)n/2<t<3mn/2 d) n/5 <t<3n/5
b)n/3 <t<2n/3 e)n/6 <t<5n/6
Q) n/4 <t<3rn/4

32) O grafico a seguir mostra a posicdo y em
fun¢do do tempo x de uma particula em mo-
vimento harmonico descrito por uma senoide
do tipoy =a + b sen (cx).

™ 2n 3 4m x

Dessa forma, pode-se afirmar que:
a)a=8,b=2ec=4
b)a=8 b=5ec=2
ca=5b=3ec=1/2
d)a=5b=2ec=8
e)a=1/2,b=3ec=4

Como deslocamentos de
graficos pode cair no ENEM?
MAT0098

As principais fun¢des trigonométricas
possuem sua representacdo grafica forma-
da por curvas periddicas, ou seja, que se re-
petem ao longo do seu dominio. Mas quan-
do aplicadas a um contexto mais concreto,
as equagdes sao modificadas para adequar-
-se ao problema. Essa mudanca, entdo, gera
uma alteragdo também na curva que é re-
presentada no plano cartesiano, que pode
ser um alargamento / achatamento (tanto
em x quanto em y), ou também o desloca-
mento do grafico, e é saber identificar o efei-
to apenas observando a lei de formagao.

Assinale o grafico que representa a
funcao real definida pory =2 - sen x.

a) d)
yA
y A
0| w2 n3w22rn _ 3f7
i X2 4
115 :
1 ™
2 Lo >
3 0| /2 =n 3w/2 2rn X

56

/2 m 3n/2 2n

o)

3 :01degen

Como pode cair 0

NOENEMe
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Limite extremo

O que passa na cabega de uma pessoa para se jogar de
um prédio?

O que passa na cabeca das pessoas que se jogam do alto
de prédios é algo bem complexo, mas consiste, na maioria
dos casos, delas estarem, ou melhor dizendo, pensarem que es-
tdo sem opg¢do. Com certeza ja veio em sua cabeca o exemplo
do suicidio, mas um prédio em chamas também é muito comum
essa atitude desesperadora, buscando sair daquele estado de

portal www.4newsmagazine.com.br.
#Extremo #SempreHaOpc¢des #Raciocine

35) Na figura, MNPQ é um trapézio isésceles,
MN =20cm, PQ =10cm e o angulo MQP =120°.
33) Uma escada de 3 metros de comprimento p
esta apoiada no topo de um muro. Sabendo y
que a escada forma com a horizontal um an-
gulo de 60°, determine a distancia da base da
escada até o muro.
a)lm M N
b)1,5m
02m Determine o perimetro desse trapézio.
d) 2,5m a)45cm
E) 3m b) 50 cm
c) 55cm
34) Calcule o valor de x na figura. d) 60 cm
e) 65 cm

36) (ENEM) Para determinar a distancia de um
barco até a praia, um navegante utilizou o se-
guinte procedimento: a partir de um ponto A,
mediu o angulo visual a fazendo mira em um
ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no
mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de
modo que fosse possivel ver o mesmo ponto
P da praia, no entanto sob um angulo visual
2a . Afigurailustra essa situacao:
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- Trajetéria do barco

A B

Y

Suponha que o navegante tenha medido o
angulo a =30° e, ao chegar ao ponto B, verifi-
cou que o barco havia percorrido a distancia
AB =2000m . Com base nesses dados e man-
tendo a mesma trajetéria, a menor distancia
do barco até o ponto fixo P sera:

a) 1000 m
b) 1000V3 m
c) 2000V3/3
d) 2000 m
e) 20003 m

37) (CFTRJ) Trés triangulos equilateros de lado
1 cm estao enfileirados, como indicado na fi-
gura abaixo. Nessas condicdes, determine o
seno do angulo 6.

38) (PUC) Abilio (A) e Gioconda (G) estdo sobre
uma superficie plana de uma mesma praia
e, num dado instante, veem sob respectivos
angulos de 30° e 45°, um passaro (P) voando,
conforme é representado na planificacdo a
seguir.

30° 45°
fe——— 240 m ———

A G

Considerando despreziveis as medidas das
alturas de Abilio e Gioconda e sabendo que,
naquele instante, a distancia entre A e G era
de 240 m, entdo a quantos metros de altura o
passaro distava da superficie da praia?

58

a)60(V3 + 1)
b) 120(V3 - 1)
) 120(V3 +1)
d) 180(V3 - 1)
e) 180(V3 + 1)

39) Dona Florinda fixa um fio com uma ex-
tremidade no chao e a outra no topo de um
muro de modo que a extremidade do chao
esta a 5 metros do muro e o angulo agudo
que o fio faz com o chao é de 65°. Determine
o comprimento desse fio supondo sen 65° =
0,90, cos 65° = 0,40 e tg 65° = 2,25.

a)8,5cm d) 11,5 cm
b) 9,5 cm e) 12,5 cm
c) 10,5cm

40) Com relagdo ao arco de 1900°, determi-
ne a sua primeira determinacdo positiva, em
qual quadrante se encontra a sua extremida-
de, quantas voltas foram dadas até alcancar
essa extremidade e a expressdo geral dos ar-
cos congruos a 1900°.

41) Calcule o valor da soma:
sen m + Cos 3n/2 + COS  + COS 2xn

42) Escreva os valores de:
a) sen (n/6)

b) cos (n/6)

C) tg (n/6)

d) cotg (n/6)

e) sec (n/6)

f) cossec (n/6)

43) Sabendo que senx=3/4equen/2<Xx<m,
o valor de cos x é:

a)N7/4 d) 3/5
b)\7 /4 e) -3/5
AV3/5

44) Sabendo que cossec a = 2, sendo o um
arco do 1° quadrante, pode-se afirmar que tg

o é:

a)V3/2' d)V3
b)V3/3 e) 1
V272



45) Simplifique 05X * COS*X
a)1 senzx —1

b) -1

Q)2

d)-2

e)3

46) Ao simplificar a expressao:

sec2x - sen2x . sec2x
cossecx

Obtém-se:
a) sen X
b) cos x
C) tg x
d) cotg x
e) sec X

47) Dé o valor de:
a) tg315°

b) cos840°

C) cos(43n/6)

d) sen(-111r)

48) Na figura a seguir P e Q sdo pontos sobre
uma circunferéncia trigonométrica de centro
O, e os pontos P, O e Q sao colineares.

jV

ol

Sabendo que POS = 30°, o valor do produ-
to PS . QR é:
aV2/2
b) 1/2
V32
d) 1/4
e)V3/4

MATEMATICA

49) Dé o valor de:
a)sen 75°

b) cos 105°

c) sen 15°

d) tg n/12

50) (EAESP-FGV)Se o+ B =n/4, entdo (1 +tg )
(1 +tgp)éigual a:

a)

b) 2

C) 2tg a

d) 2tg B

e) tga . tgh

51) Suponha que cos25° =0,9, calcule o valor
de cos 50°.

a) 0,18

b) 0,36

c) 0,48

d) 0,62

e) 0,81

52) Rafael possui uma tabela trigonométrica
que fornece os valores de seno, cosseno e
tangente apenas para angulos até 90°. Para
um trabalho da escola ele precisa saber o
valor da tangente de 128°. Como ele é mui-
to bom em matematica, especialmente em
trigonometria, ele consulta a tabela e vé que
tg64°= 2. A partir dai, com alguns calculos Ra-
fael encontra uma boa aproximacao para a
tangente de 128°. Usando a aproximagao da
tabela do Rafael, encontra-se tg128° aproxi-
madamente igual a:

a)-4/3

b) 4/3

c)-4

d) 4

e)-2/3

53) (INSPER) Movendo as hastes de um com-
passo, ambas de comprimento £1, é possivel
determinar diferentes tridangulos, como os
dois representados a seguir, fora de escala.
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T2

Se a area do triangulo T1 € o triplo da area
do triangulo T2, entdo o valor de cos6 é igual a:

a)1/6 d) 1/2
b) 1/3 e)V6/6
aV3/3

54) Resolva as equagdes trigonométricas em R.
a)tg x=-1;x € [0,2n]

b) cos x=1/2; X € [n,2n]

c)2senx+1=0

d) 2sen2x =5sen x -2

e) 1 =V3/tg(2x)

55) Determine todos valores de X, x €[0,2x],
tais que 2cos x -1 <0.

56) Considere a funcdo f: R — R, tal que f(x) =
6+2.cosX.

a) Determine o valo de f(rn/2);

b) Determine o valor maximo de f;

c) Determine o valor minimo de f.

57) Uma abelha voa num percurso de modo
que sua altura em relacao ao solo, em fun¢ao
do tempo é dada pela funcdo h(t) = 5 + sen
(nt/4), 0 <t <40, com h em centimetrosetem
segundos. Apos 40 segundos de percurso, ela
ficaimdvel no ar apenas observando um pote
de mel. Com relagdo a esse percurso:

a) Qual é a altura da abelha no momento em
que ela esta imdvel no ar observando o pote
de mel?

b) Quanto tempo ela leva para atingir pela pri-
meira vez o0 ponto mais alto dessa trajetéria?

58) Em uma fazenda, certo tipo de plantacao
€ abundante em determinadas épocas do
ano e escassa em outras. A drea S, em me-
tro quadrado, ocupada por essa planta¢do na

60

fazenda, ao longo do ano, pode ser expressa
por meio da fungao:
S(t) = 200 + 40 cos (rt/6)
emquet=1t=2,t=3,..,t=12, represen-
tam o final dos meses de janeiro, fevereiro,
marco, ...e dezembro, respectivamente.
a) Qual é a area ocupada por essa plantagao
na fazenda ao final do més de dezembro?
b) Ao longo do ano, qual é a menor area ocu-
pada por essa plantacdo na fazenda?
c) Em que meses do ano, a area ocupada por
essa plantacdo é de 220 m??

59) O voo de uma borboleta é registrado du-
rante um curto intervalo de tempo. Sua altura
h, em metros, em funcdo do tempo t, em se-
gundos, pode ser modelada através de uma
funcdo do tipo h(t) =a + b . cos(ct) cujo grafico
é apresentado a seguir.

h

an t
4

N —
w

alal-

Dessa forma, pode-se afirmar que:
a)a=8,b=6ec=4
b)a=4,b=8ec=6
c)a=4,b=3ec=2
d)a=6,b=2ec=2
e)a=6,b=2ec=3



MATEMATICA

DESAFIANDO

60) Considere as funcdes f: R — R, tal que f(x) = x2 e g: R>R, tal que g(x) = cos x.
Sejam o numero de solu¢des da equacgao f(x) - g(x) = 0, no intervalo [-x, 0] e seja n o nUmero
de solu¢bes da equacao g(x) - f(x) = 0 no intervalo [2r, 3x].
Dessa forma, podemos afirmar que m + n é igual a:
a)o
b) 1
Q)2
d)3
e 4

61) (UNIFESP) A funcao:

D(t) =12 + (1, 6) cos [r/180) t + 10]

Fornece uma aproximacao da duracdo do dia (diferenca em horas entre o horario do pér do
sol e o horario do nascer do sol) numa cidade do Sul do pais, no dia t de 2010. A variavel inteira
t, que representa o dia, varia de 1 a 365, sendo t = 1 correspondente ao dia 1° de janeiro e t
=365 correspondente ao dia 31 de dezembro. O argumento da fun¢do cosseno é medido em
radianos. Com base nessa funcdo, determine:

a) a duracao do dia 19/02/2010, expressando o resultado em horas e minutos.
b) em quantos dias no ano de 2010 a duracao do dia naquela cidade foi menor ou igual a doze
horas.
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RESUMINDO

Cateto oposto

hipotenusa
. _ Ccateto adjacente .
Cosseno = ——————
hipotenusa

cateto oposto
hipotenusa

* Seno =

Tangente =

+ Sempre que tivermos dois angulos a. e p complementares, isto €, a + 3 = 90°, teremos:
1
sen o = Cos B e tga= :
5% igp

+ Tabela trigonométrica para os angulos notaveis:

62




ORGANIZANDO NUMEROS E DADOS EM MATRIZES

ORIENTADOR METODOLOGICO

Organizando numeros e dados em matrizes

1)

2)

3)

4)

5)

Conteudo:

¢ Introducdo a matrizes;

* Operacdes;

* Problemas;

* Matriz Identidade;

* Matriz Inversa;

« Determinantes de ordem 2 e 3.

Objetivos de aprendizagem:

+ Compreender o significado de uma matriz;

« Assimilar as diversas propriedades associadas as matrizes;

* Realizar operag8es envolvendo matrizes;

+ Calcular determinantes de matrizes quadradas;

+ Utilizar conceitos de matrizes para determinar conjuntos-soluc¢do de sistemas lineares.

Praticando:

a)7+0+(-3)=4
b)3+6+7=16

a) 40,5 é a maior temperatura. Ele é o elemento A;, , portanto, instante 2 do dia 4.
38,6+37,2+36,1

b) =————==1373

0 -6 5 0 -6 5

x 3 1= V2 3 1 =>Llogo, x =\/§,y=8ez=2

4 8 =z + y 2

Amatriz AB é dada por:

All=12—-1+3=14
Al12=—-4-2-3=-9
Al3=24—-5+6=25

14 8
Logo, a matrizé: —9 13
25 37

A21=0+7+1=8
A22=0+14-1=13
A23=0+35+2=237

A31=3-1+2=4
A32=-1-2-2=-5
A33=6—-5+4=5

4
=5
5

Quando multiplicamos uma matriz 7x5 por uma 5x7, o produto existe pois o nimero de
colunas da primeira é igual ao nimero de linhas da segunda e a matriz produto sera 7x7,
ou seja, 49 elementos. Gabarito A.

EM3MAT09
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6) Sabemos que trabalho é dado pelo produto da forga pelo deslocamento. Do setor 1 para o
setor 2, o trabalho foi de 40 J, do setor 2 ao 3 foi de 80 J e do setor 3 ao 1, de 60 J.
Sabendo que a forga é de 4 N, constante, no primeiro trajeto ele andou 10 metros, no
segundo 20 metros e no terceiro 15 metros, assim, ele andou 45 metros, C.

7) Fazendo a multiplicag3o CA, teremos:

CA=(20,7 14 1 8)=RAMON
Opgao E

8) Umamatriz é inversa de outra se o seu produto for igual a identidade, assim:
3 v [2 -11_1 0
{4 B s L P

Al2=0=—-3+3y=>y=1
A21=0=10+2x=>x=-5

9 [ 51 o=k o

All=4=2+a=>a=2
A21=2=2b+2=>b=0

O produto é zero.
Opcao C

10) Pelapropriedade dos determinantes, det(AB) = det(A) . det(B), entdo:

x=15=>x=—=-=05
6 2
1 X 211 X
1) |-2 x —-4|-2 x =>—x?—4x+12-2x—-12-2x2=0
1 -3 —xI1 -3

—3x2—6x=0=>3x(—x—-2)=0=>x"=00ux" =-2

12)

e® eb| = gatd _ gc+b
c gd
e

PelaPA, temos:
b=a+r
c=a+2r
d=a+3r

Logo, eltatdr _ gatlriatr — p2a¥3r _ p2a+3r —

13) {2“”:10’6 =>x=42 gy=23

x+y=64

EM3MAT09
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2x+9y =451 _ {2x+9y=451 L ~
14){x+4—y=207 = —2x—8y=—414—>)’—37ex—59

Sabendo que Jodo comprou 3 calgas e 9 camisas, teremos3.59 +9. 37 =177 +333 =510,

logo, ele pagou mais do que 500.
btr+s=7 b+r+s=7
15) {

2b+r+2s=12=>{, 1, _g=>I=1=>r=2
3b+5r+s=17 -

b+s=5 _ — )= b= =
faprs_y=>2=2=>b=1les=4

Bom-bom é 1 real, refrigerante é 2 reais e sorvete é 4 reais.

16) Percebemos que a soma de todas as linhas é 15, pois a soma da diagonal é 15. Assim,

teremos:
3x+y =10 _ { 4+y=10 )
'{x+7}’=10_> —3x—21y=—-30"" 20y=-20=>y=1ex=3

Z+3x+4=15=>2z4+9+4=15=>z=2

17) O sistema sera possivel £ indeterminado se 3sequagdes forem multiplas, ou ssja:

a_s_3a
1 a -2
1’:$=i=>az=4=>a=t2
3
2':%:‘_'—2: -2a=@’=>a=-2

Logo, vimos que 3 = -2.

18) Numa matriz com 5 linhas, os elementos internos nio poderdo estar nem na primeira e
nem na 5¢ linhas, assim, sobram 3 linhas. Observando onimero de colunas, o elemento
nio podera estar nem na primeira € nem na &¢ linhas, assim, sobram 4 colunas, logo, 3x 4
=12 elementos.

19) Rodrigo: 1
Otavio: 2
Ronaldo: 3

Queremos saber quantos 2 ficou devendo para 1. Olhando para 3 tabela §, vimos que:
12 pagou 2 temakis para 22 & que 0 22 pagou 1temaki parao 12

Olhando a tabela D, vimos que:
12 pagou 3 tamkis para o 22 £ que © 22 n3o pagou nenhum temaki para o 12

Assim, 0 12 pagou 5 €0 22 pagou 1, logo, deve 4 temakis.
Opcao E

EM3MAT09
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20) 3) cada coluna representa quantos votos cada um recsbeu, assim, a coluna 5 possui mais
votos, logo o senador 5 ganhou mais votos.
b) Os elementos da diagonal principal representa todos os candidatos que votaram em si
mesmos, 3ssim, apenas dois senadores votarem em si, osenador 1 0 senador 5.

21) a) Os assinantes da revista 2 v3o trocar suas assinaturas pela revista 1 ou pela revista 3,
assim, teremos: 0,1+ 0,2 = 0,3 =30%
b) Os leitores mais satisfeitos s3oaqueles gue possuem maior probabilidade de ndo trocar
de revista, ou sej3, entre os elementos da diagonal principal, agusle que apresentar maior
probabilidade € omais satisfeito €0 que possuir menor probabilidade € o menos
satisfeito, logo, o leitor da revista 3 possui 0,4 de chance de ndo trocar, logo € omenos
satisfeito.

22) linha -> andar
Coluna -»apartamento
Como o nimero de moradores do 12 andar excede em 3 0 nimero de moradores do 22
andar, temos:
A4+x+5=1+3+y+3=>x—-y=-2

Como o3 apartamentos de nimero 3 comportam 12 moradores, temos:
S+y+x+1=12=>x+y=6

Somando as duas equagdes, temos:
2x=4=>x=2
Entdo,y=4

a' B -1 6 127_ a'+20'=6 +2d4'=15
23"[c.-' ][1 ] [15 18!~ a'+b'=12‘Lc +d' =18
Resolvendo o primeiro sistema, temos:
3y =18=>% =6sa"=-6
Resolvendo o segundo sistema, temos:
3d'=33=>d =116c"'=-7
Logo, letra B

24) Podemos encontrar © numero de samambaias 3 partir de:
.0.8+1.12+2.7+3.16+4.14+5.6+6.3
Esse calculo representa a multiplicacdo da matriz transposta de A pela matriz B, assim,
AL B, letra A

25) log(1 + 1) = 0,3 => x = log(2 + 3) = log5 = log (%) = 10g10 — log2
Jog5 =10g10 —log2 =3 log5 =1-0,3= 0,7, letra B.

10
a b 1 _ _(3 4
26’(—1 1a '(01 ;)'(—2 1
a—b=3
: — =T
{b=4 >a

Letra D.
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27) Fazendo o produto entre as matrizes temos: 340.0,35+520.0,25+ 305.0,3 +
485.0,1 = 389mg

Logo, letra A,
32 2 3y [e00) [4400
zs)Q=(4 4 3 5). 400 = | 7100 |, logo, os custos s3 o respectivamente 4300, 7100
S5 5 4 6 200 200

e 5900, totalizando 51.700, letra €

28) Para calular 3 média, devemos somar todas as notas e dividir por 4. Porém, podemos
dividir todas as notas por 4 & depois somar, assim, basta multiplicarmos por uma matriz
coluna com todos os elementos sendo i. assim, letra E.

00 0O0O0T1
SRR
1
M= — = b i
30) M 001000 >IM=(1 0 0 1 0 1)liogo,istra B
010000
100000

31)3)2.10-4.3=20-12=8
b)—4.3-2.(-1)=-12+2=-10

1 2 1)1 2
32)a)|2 1 5|2 1=2+40+6—-4-15-8=21
4 3 214 3
5 2 -3|5 2
bjl1 3 4|1 3=30+8-12+9-80—-4=-49
1 4 211 4
1 x 2|1 x
33)|-2 x —-4|-2 x=0=>-x-4x+12-2x-12-2x*=0
1 -3 —xl1 -3

=3 —6x=0=>-3x(x+2)=0=>x=0o0ux=-2

sen(x) cos*(x) 1|sen(x) cos*(x)
34) |sen(x) cos(x) O|ssn(x) cos(x) =
sen(x) 1 1lsen(x) 1

.= sen(x).cos(x) +sen(x) — cos?(x).sen(x) — sen(x).cos(x) =
.= sen(x) — cos 2(x).sen (x) = sem(x) — (1 — sem® (x) ).sen(x) =
.= sen(x) — sen(x) + sen®(x) = sen*(x)

Logo, letra D

EM3MAT09
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y=250

J’x-:—y =480 —)><(—6)=> -6x—-6y=-2280
x=480-250=230

35) =2y =500=
|6x+8y =3380 6x+8y =3380

36) Sendo x o numero de acertos ey o nimero de erros, montando um sistema de equagdss,

tem-ze:
20x—10y=100 __ L
{ x+y=80 > 20x 10.(80 —x) = 100 => x = 30, letra A

37) A partir do esquema, temos:
J'y)x:y—x=4
zy»1x=z-1 DA3-2)-(z-D)=4=215-z-z+1=42-2:=4-16>
l15>23y=15—z
12 _

o R iy [T
=2 |y=15-6=9

38) Sendo T otempoem que a luz vermelha fica acesa por ciclo, assim, temosque T =§X
Sendo Y o tempo total, temos:
¥= s+x+§x =>5X—-2Y+10=0,letraB

39) Suponha “x" embalagens de 20 litros, “y"embalagens de 10 litros & “n" embalagens de 2
litros. Analisando os dados do problema, temos:

J'20x+10y-:-2n=94 @

10x+6y+3n=65 (II)

Lv=21 (I

{20x+10.2x-2-2n=94 j40x-:-2n=94—)(x3) {12&-2-6n=282

= =>T6x=15
10r+62c+3n=65 | 22x+3n=65- (=2)  |-4dx—6n=-130 % 1>

Logo, 40x+2n=94=> 4((2)+2n=94=2n=94-30:n=1—24= 7 — divisor de 77,
Opcao C

40} Considere x, y € 235 guantidades de vezes gue foram retirados, respectivaments, somente
1 copo, 2 copos juntos € 3 copos juntos. Se 35% deum total de 100 copos foram
desperdicados, entdo foram desperdicados 35copos eaproveitados 65 copos. Do total y
de vezes que sairam 2 copos juntos, foram desperdicados y copos = do total de zque
sairam 3 copos juntos, foram desperdicados 2z copos. Organizando as informagdes, temos:

y+2z=35 3 0
Dy 3 3, D2 +2:=3523:+4:=T7027z=702z=2=10
—=_Dy=— 2 7

z 2 2
3z 3000 30 __
HNy=—m—=——=—0=]

EM3MAT09
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Foram aproveitados todos 03 Copos das verss que sairam soments 1, mas 1 copo de cada
VEZ Que 53iram juntos 2 ou 3 Copos juntos.

Assim, teremos x + y.(1) + 2.(1) = 65 => x = 65-15- 10 = 65- 25 = 40.
Opgao C

41) Icad = IcH7A

TC+TA NV , NA
06="" —_———

=>12= et

Podemos formar uma segunda relagdo a partir do dobro de NF, assim, teremos:

NV, NA _ NV NA_
'2F+m'_2'0'5—>2r+m'-1

Subtraindo as duas squagdes, temos:

NV _ NV _ o NV _ o _
e 0,.2= Pt 04 => NV = 04.NF
Substituindo na primeira equacgdo, temos:

1,2=04 +"F‘f=> NA=08.NV = 0,8.04.NF = 0,32.NF.

Como NA + NV = 3600 =>0,32NF + 04NF = 3600 => NF = 5000.
Opgao C

42) i) BL + B2 = bi2; BL +B3 =b13; B2 +B3 = b23
i) Os valores das diagonais valem somas de valores de uma mesma barraca.
Como o3 valores pedidos referem-s2 3 BL 2 B2, montamos 0 sistema.

[B,+5,=1800x(-1) _ [-5,-B,=-1300
| B, + B, =3000 | B.+ B; =3000
A diferenga mostra que B3 arrecadou 1200 reais 3 mais gue 3 barraca B2,

= B,-B,=3000-1800=1200

Ang = 3x+ Ty +:3=421 _ { 9x+ 21y+ 3z = 126,30

) Beto = 4x + 10y + 3 = 47,3 =~ |—8x — 20y — 2z = —94,60

=>x+y+2=3170.

Opcao C

44) Considere F, P, F1e F3, respectivaments 03 nUumeros totais de fotos, paginas, paginas com
1 foto e paginas com 3 fotos. De acordo com ©s critérios, temos:

F=P+30 o _ i
e K
|F=1F+3F, IER=FHD (B RE=S

Opc¢ao B

=2

wh
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45) Retirando todas as flores ndo vermelhas, restam apenas as flores vermelhas, logo, 12,13
quando tiramos todas as flores vermelhas, restam apenas as flores ndo vermelhas, logo,
14. Sendo assim, o bugué terd 19 + 14 = 33 flores.
Retirando as rosas desse bugué, teremos 17 flores que ndo sdo rosas, logo, 16 sdo rosas.
Se retirarmos as rosas vermelhas desse bugué, teremos 26 flores, logo, 7 s3o rosas
vermelhas.
Se 16 € o total de rosase 7 delas sdo vermelhas, entdo © ndo sdo vermelhas.

Desafiando: .
45) A divida de cada amigo Aj € dado pela soma de todos os slementos da coluna  subtraindo

3 soma da linha i. Assim, para 0 amigo 4, teremos:
A0+ 1+4+2+2+7+11+4 =41 psgou
S+2+10+4+5+5 =31 smprsstou

Logo, €le 3inda deve 10 reais.
Opcdo A

aaly - =057 52,

b (4—t)(5—t)—6=0=>20—4t—5t+t°—6=0=>t?-9t+14=0

A=81-56=25=>¢ =°—:§=> t'=7et"=2

x+2y+s=20 x+2y+3=20
aB){4x + 2y +3z =422 L2-4ll = {—6y—s=-38=>35=8, y=5ex=2=>
2x+4y+3=32=13-211 -z=-8
X+y+:s=15rsais
Op¢ao D
8



LOGICA E PROBLEMAS DE RACIOCINIO

ORIENTADOR METODOLOGICO
Légica e problemas de raciocinio

Conteudo:
* Questdes de raciocinio;
* NogOes de légica.

Objetivos de aprendizagem:

+ Elaborar um modelo que estruture o raciocinio de forma légica, através de proposicdes;
+ Utilizar conectivos para encadear proposic¢des;

+ Estabelecer a tabela-verdade para analisar a l6gica matematica;

« Conhecer e aplicar conceitos de negacao, equivaléncia e a estrutura condicional;

* Resolver problemas de Iégica matematica e questdes de raciocinio matematico simples.

Praticando:

1) Somando todos 03 pesos da balanga € possivel ver que 3 tijolos mais 3 sacos de areia pesam
105 kg, entdo dividindo por 3 es3es pesos, temos que 1 tijolo mais 1 saco de areia pesam 35kg

2) Seja x 3 quantidade de anos passados desde hoje. Para asidades serem iguais temos 3
seguints eguagio:
44 +x=10+x+8+x+2+x—244+x=20+3x—=2x=24 =+x=12

Logo, como 3 idade de Maria serd 44+ x =44+ 12 =56 anos.

3)

Primeiro folheto 1 selo de RS0,55

Segundo folheto 3 selos: 1 de RS0,65, 1 de RS0,60 =1 d= RS0,20

Ao postar 500 folhetos do segundo tipo serdo gastos: 500.0,65+ 500.0,60 + 500.0,20 =725

Ent30 sobram 1000-725= 275 reais para serem gastos em folhetos do primeiro tipo, logo serdo
comprados 275:0,65= 423 selos.

Como foram usados 500 selos de RS0,565 no segundo folheto, no total foram usados

423+500 =923 folhetos.
Gabarito: C

4)Como a cada trés nUmeros consecutivos 3 soma deve ser 20, temos que 03 dois segundos
quadrados devem somar 15. Logo, 0 quarto quadrado deve ser o nUmero 5, 0 3exto O numero
7, 0 s£timo o nimero 5 £ 0 oitavo o numero B. Conforme o quadro abaixo:

EM3MAT10



LOGICA E PROBLEMAS DE RACIOCINIO

EM3MAT10

(s 1 | [s]s f7 |s |s fx | | | | | |

15

——

Como5+8+x =20—=x=7

Logo o algarismo representado por x £ divisor de 43,

Gabarito: A
5)Como num ano ha 12 meses, considerando 12 pessoas nascidas em cada um dos meses, para
obter 4 pessoas nascidas em cada més temos que 12x4 =48 pessoas, logo 3 proxima pessoa

escolhida fara ter pelo menos 5 pessoas nascidas no mesmo més, portanto © Zrupo minimo &
48+1 =48,

Gabarito: D

§) Ao rotacionar a figura simetricaments em relacdo 303 xos x & y podemos notar que 3
figura que representa a nova figura €aopgdo E

7)Ansgaciode x = —2éx<-2.

Gabarito:

B) Sejam as afirmagdes p: ndo chover (a negagdo de p€ ~p : chover)e q: todos osbares
estar3oabertos [ 3 negacdo de g £ ~g: nem todos os bares estardo abertos). Como temos que

v = g,entiovale ~g — ~p,logovale a afirmacdo: 52 algum bar n3o esta aberto, entio
choveu. A afirmativa que mais se aproxima dessa sentenga € 3 opgao E.

Gabarito: E.

2) Sejam as afirmagdes p: ter vogal e q: ter nUmero par temos que ~p: ter consoants & ~g: ter
numero impar. Sabendo que vale p — g temos que ~g — ~p, ouseja, toda face que tem um
numero impar tem uma consoante na outra face. Portanto, basta verificar se o primeiro cartio
possui um nUmero par € se o ultimo cartdo possui uma consoante.

Gabarito: E

10) S2ja p: hoje € segunda-feira 2 g: amanh3 n3o chovera temos que ~p: hoje n3o € segunda-
feira e ~g =amanh3 chovera. Como temos p/\g sua negacdo & ~p\/~g, ousejs, valea
afirmac3o: hoje n3o & segunda-feira ou amanh3 chovera.

Gabarito: B

11) Se 3 opglo C for verdadeira, temos que 3 opgdes A e B também s3o verdadeiras. Portanto,
podemos descartar 3asopgdes A, Be C. 5e3 opgdo E for verdadeira, 2 opgio D também &

10
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verdadeira. Logo, devemos descartar a opgio E. Com isso, podemos concluir que a opgio
correta €3 opgdo D.

Aprofundando:
12) Sabendo gue cada 5 gotas correspondem 3 2kg, 3 cada B horas, temos gue 30 gotas
correspondem a (30:5)x2= 6x2 = 12kg.

Gabarito: A

13)5e X = 43, temos

12 procedimento: 43-1 =42

22 procedimento: 42:3= 14

32 procedimento: 14-1= 13

42 procedimento: 13-1 =12

52 procedimento: 12:3=4

62 procedimento: 4-1 =3

72 procedimento: 3:3=1

Logo, o nimero de vezes que os procedimentos sio utilizados € iguala 7.

Gabarito: A

14) Com 3 balanga equilibrada £ possivel dividir o pacote de 24kg em dois de 12kz.
Gabarito: E

15) Na primeira pesagem podem ser obtidos pacotes de 12kz. J3 na ssgunda pesagem podem
ser obtidos pacotes de 6kg 3o dividir um de 12kgz. Com isso, podem ser formados pacotes de
12kg, kg, = 18kg 30 somar os dois primeiros.

Gabarito: C

16) RS20 - 1m* -tela
RS15- im de moldura
Na primeira encomenda temos gue:

A drea correspondente a3 8 telas sera:

EM3MAT10
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25cmx S0 cmx 8=0,25m x0,S mx 8= im?

LoZo sera Zasto 20.1 = 20 reais em tela.

A quantidade de metro linear para a moldura sera:

Bx[ 25cm + 25cm + 50cm + 50cm) = Bx150cm = Bx1,5m = 12m,
Logo sera gasto 12x15= 180 reais em moldura.

Portanto, 3 encomenda 1 custara no total 20+180 +10 = 200 reais, considerando a3 taxa de
entrega.

N3 segunda encomenda temos gue:

A 3rea correspondents as Btelas sera:

BxS0cmx100cm = Bx0,5mxim= 4m?

LoZo, 3273 23510 4.20 = 50 reais em tela.

A quantidade de metro linear para moldura sera:

Bx[ S0cm + 50cm + 100cm + 100cm) = Ex300cm = Bx3m = 24m
Logo, sera 2asto 24x15 = 360 reais em moldura.

Portanto, a encomenda 2 custara no total 50 + 360 +10 = 4560 reais, considerando ataxa de
entrega.

Analisando as opgdes podemos notar que 3 opgdo correta €3 opgaoB.

17) Aosomar o3 3lgarismos de 13 8, temos que S = 1+2+3+4+5+6+7+5+9= 45. No entanto, 3o
considerar a soma dos algarismos nos lados do tridngulo, os algarismos 7, 8 € 2 s3o contados
duas vezes, cada um. Portanto 3 soma total dos algarismos dos lados do tridngulo serad 5;=45+
B+9+7 =68,

Logo, como 3 soma em cada lado deve ser a mesma, §2:3 = 23 € 3 soma de cada lado.
Opgao C

1E) Considerando gque o primeiro salto atinja um akcance x, temos gue os saltos ssguintss
serdox-12ex-1,2-15=x 2,7. Logo, como o atleta deseja atingir 17,4m temos que
KX =12+%X=2,7=17,4 =+ 3x=213=x=7,1m.

Gabarito: D

12) Anzlisando o texto temos 35 seguintes squivaléncias:
Marte = 3 mercirios
Terra =7 martes

Netuno =58 terras

12
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Jupiter =23 Netunos
Logo, Jupiter = 23x(58 terras)= 1334 terras

Gabarito: B

20)Considerando 3 data de nascimento 16/05/1963 e ssguindo os procedimentos temos que:
1)D=16; M =05 e A= 1963

11) Até o inicio do més de maio, temos 31+28+31 +30 = 120 dias, logo até o dia 16 de maio
temos N = 120 + 16 =136 dias

m)oamo%: %:4905-»? =490
V)S=A+N+¥ =1963+ 136+ 490 = 2589

V) Como § = Divisor.Quocisnts + Resto,temos que 2589=7.369+x =x =3

Logo, o dia da semana £ segunda-feira.
Opgao D

21) Até odia 12 de junho ha 31+28+31+30+31= 151 dias, logo nesse periodo poderdo ser
realizadas 151: 4 = 37 viagens. J3 no periodo de 10 de junho em diants, temos que havera
20+31+31+30+31+30+31= 204 dias, logo nesse periodo poderdo ser realizadas 204:4 =51
viagens. Ent3o em um 3ano, © NUMEro Maximo de viagens que 0 maguinista podera realizar
serd 37+51 =88

Gabarito: C

22)0s pontos A £ B 3o fazer movimentos de subida = descida fazendo trajetorias de arcos de
circunferéncia de mesmo centro, no ponto central da gangorra, ou seja, o pivo. Portanto, 3
projecio ortogonal dessas trajetorias no plano do chio s30 dois segmentos dereta na
horizontal, conforme apresentados na aitsrnativa B

Gabarito: B

23) Analizando 3 figura, podemos observar que 3 aftura minima & maxima acessivel 30
cadeirante sdo, respectivamente, 0,4m & 1,35m. Assim, as tomadas e interruptores devem ser
instalados em uma altura (h) entre esses valores, isto €, de forma que 0,4sh s1,35m.
Anzlisando as alternativas, soments 3 alternativa E apresenta valores completaments dentro
destes limites.

Gabarito: E

EM3MAT10
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24) Como € retirado de cada frasco a quantidade de comprimidos referente a sua numeracgdo,
serdoretirados 1+ 2+ 3...+14+15 =(1 + 15).-:—s = 120comprimidos. Considerandoa

massa correta dos comprimidos, deveriamos ter 20x120= 2400mg de comprimidos. Como foi
encontrado 2540mg, podemos concluir gue 2540mg - 2400mg = 140mg corresponds 3 massa
3 mais de cada comprimido alterado. Logo, como no frasco procurado cada comprimido tem
30mg de massa, o valor a mais em relagioa um comprimido normal € 30mg-20mg=10mg.
Ent3o 10n=140, logon=14.

Gabarito: C

25)Aafirmagdox € (A UB) é=quivalente a x € A oux € B logoa negagdo dessa afirmagdo
seraxEAsxER

Gabarito: E

26) Segja v = fala 3 verdade & M= fala mentira, podemos perceber qus

Segunda | Terca Quarta Quinta Sexta Sabado | Domingo
Raul v v M M M v v
Cida M M v v v . d M

Analisando a tabela acima, na afirmacdo “amanh3 € dia de mentir™:

s Raul disse 3 verdade, entdo “amanh3” pode ser: quarta, ou ssja, hoje £terga. J3 se Raul
mentiu, ent3o “amanh3” pode ser: sabado, logo hoje €3sexta.

J3 3 Cida disse 3 verdade, ent3o “amanh3” pode ser: sabado, logo hoje € sexta; s= Cida
mentiu, amanh3 pode ser: quarta, logo hoje &terga.

Em relacdo 303 possiveis dias:

Se hoje € sexta, Raul mentiu e Cida disse a verdade, logo temos uma contradigdo com 3
afirmac3o. Pois s2 Raul mentiv “amanh3” deveria ser dia de dizer a verdade, mas pela
afirmac3o “amanh3d” € dia de mentir.

Se hoje € terga, Raul disse 3 verdads e Cida mentiu logo n3o temos contradicio com 3
afirmagio.

Logo o dia em que 3 afirmacdo foi feita € terga-feira.

Gabarito: A

27) Sejam pe qafirmagdes tais que p: Lucas mentive q: € culpado, temos que p — g logo
~g = ~p, ent3o temos 3 afirmacd o: Se Lucas nd o € culpado, entdo ele ndo mentiu.

Gabarito: A
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28) Sejam as afirmagdes p: ter vogale q: ter numero par temos que ~p: ter consoants & ~g: ter
numero impar. Sabendoque vale p — g temos que ~g — ~p, ouseja, toda face que tem um
nuMero impar tem uma consoants na outra face. Logo, basta verificar o3 cartdes 12111,

Gabarito: D

28)Considerando as incognitas:

x— numero de manhas com chuva
¥y — nimero de tardes com chuva
z =+ nimero de dias sem chuva

Podemos perceber quen = x+y+ 2.

x+y=7

Temosque{x+:=5 =+ 2x+2y+2:=18 =% x+y+3=9-=n=9
y+z=

Gabarito: B

30) Analisando as afirmagdes podemos perceber que 3 frase 111 entra em contradigdo, pois se
la for verdadeira o neto deveria viajar imediataments, contradizendo a frase. £ sefor falsa, o
neto 50 viajaria no final do ano, o que contradiz novaments a frase. Logo, ndo € possivel
determinar 3 £poca de viagem do neto 111,

Gabarito: C

31) A negacdo da afirmagdo Vi) Todos os homens s3o0 bons motoristas € a afirmagdo

Ao menos um homem n3o € bom motorista. Logo 3 0pga0 que mais s aproxima dessa fraseé
aopgio V.

Gabarito: E

Desafiando:
32) Como o resultado de cada time foi acertado por pelo menos dois comentaristas, ao
analisar as tabelas podemos perceber gus:

Time 1: Derrota
Time 2: Derrota
Time 3: Vitoria

Time 4: Derrota
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Time S: Vitoria

Logo, Na=4; Ne=d & Nz = 3, portanto Nz=Ns>Nc

Gabarito: €

33) Temos que as implicagdes:

Beto brigar com Gloria = Gloria irnocnema
Gloria irno cinema — Carla fica em casa
Carla ficar em casa — Raul brigar com Carla

Se Raul ndobrigar com Carla, entdo significa que todas as outras implicagdes sdo falsas.
Logo, Carla n3ofica em casa e Beto n3o briga com Gloria.

Gabarito: A
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